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《俄罗斯数学教材选译》序 



从上世纪 5 0年代初起，在当时全面学习苏联的大背 景下， 国内的高等学校大量 

采用了翻译过来的苏联数学 教材. 这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青 

年学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开 

始编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保 

留着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或 

课外读物继续发挥着 作用. 客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学 

教材在培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不 
可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和 教益. 但在很长一段时间中，尽管苏联的 
数学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪， 

能看懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说 
是一个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的 契机. 今年初，在由中国数学会、中国工业与应用 
数学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数 
学家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的 
一 些数学教材组织翻译 出版. 这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版 
社的高度重视 • 会后高等教育岀版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材 
情况的专家座谈讨论，大家一致认为：在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于 
扩大枧野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要•《俄 
罗斯数学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育 



《俄罗斯数学教材 选译》 序 


出版社组织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材 
为主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的 教材. 有大学基础课程的教材，也有适合 
大学高年级学生及研究生使用的教学 用书. 有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订 
重版，面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典 
教材方面所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴 • 这一教材系列的出版，将 
中俄数学教学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学 
内容的改革，对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用， 

并起着深远的影响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 


“代数是慷慨的，它提供给人们的 
常常比人们要求的还要多 

——达朗贝尔 



人们很早就感到有必要把代数、线性代数和几何放到一个统一的教程中 • 而教科 
书《代数学 引论》 （ M . 科学， 1977) 自出版后的 2 2年来可以看作是这种统一处理的 
初步尝试.代数是数学中一个充满活力的分支，具有强烈的吸引力，它基于为数不多的 
几个清晰而直观的 原理. 代数概念的意义可能有数论或几何的特征，常常根植于数学计 
算和解 方程. 从这种历史观点产生的原则和要求是通用的，它已经贯彻到现代大学的代 
数教程中.全部困难在于，如何使这些众所周知的想法或多或少地实现.对传统作法的 
自然改进——有时在统一线性代数和多维解析几何教材方面，有时在将初等数论分散 
插入代数教材方面，都在《代数学引论》中有所反映.本书的写作基于前面提到过的同 
名教科书，但进行了大力度的扩充，并为读者方便起见分为三个部分.不言而喻，这些 
部分合在一起显然囊括了前述教程稳定的核心内容，那是所有此类教科书都应该满足 
的最低 要求. 另一方面，书中材料的安排对应于最近十年来莫斯科大学数学力学系学 
生代数教学的顺序：第一学期——“代数基础”；第二学期——“线性代数 与几何 第三 

学期——“代数的基本结构”(这里的代数属初等水平，但充分包含了当代每个数学家所 
需的代数系 统). 为方便起见，今后弓 I 用这些书时利用相应的缩写 [ BAI ],[ BAII ],[ BAIII ]. 

材料编排的顺序依照如下 原则： 不仅力求思路合理，还按照贺拉斯①聪明的忠告：“今 


①贺拉斯 (Horace), 罗马诗 人，拉 丁语全 名为昆 图斯 . 贺拉斯 . 弗拉库斯 (Quintus Horatius Flac- 

cus). —— 



天只说今天该说的，其余的到适当时候再说换言之，我们的风格是集中表述内容， 
不计较多次返回同样的议题或同一个例子.于是，当群、环、域、同构的概念出现 
在 [ BAI ] 时是作为例子进行讨论的，然后集中在 [ BAII ]， 对这些概念更本质的研究 
在 [ BAIII ] 中进行.抽象的向量空间及其线性算子在 [ BAII ] 研究，尽管在本书的最 
前面几章已经伴随着线性方程组出现过类似的具体概念.当然，只有读者有权判 
断这种途径是否有利于对事物的理解，伟大的数学家庞加莱在他的著名论文《科 
学与方法》（第2章，数学的定义与教学）中就是这样 说的. 根据作者的经验， 
实际的课程（第一学期每周三小时，第二学期每周四小时，第三学期每周两小时)， 
显然不可能涵盖教科书的全部材料，这样做也是不应 该的. 按照作者的构想，课 
程寄希望于主讲人的自由发挥（当然是在教科书的明确框架之内).作者希望读者 
把这本书看作一本参考书或是大学生的补充 读物. 现代代数学的丰富多彩不可能 
削足适履地安排进任何一本“代数学引论”中，但教科书应当成为创造性思维的 
推动力.刻意安排的围绕某一基本问题的大量习题促进了这一点的实现.此外， 
每一部分都分为若干章节，列举出某些未解决的或难解决的问题并有必要的说明 
(都是根据作者个人的想法)，它们直接与课程的内容衔接，且几乎接近于解决.这 
些问题未必能引起普遍的兴趣，但是如果能在一些人心中点燃探索数学真理的火 
花，那就太美好了. 

谈谈 [ BAI ]. 可以认为这本书是小型的代数.群、环、域等基本概念对于大多 
数大学生来说都是新的，它们的引入尽量采用非正式和最少量的方式，尽管由此 
得到的诱导概念的总量是相当大的.它们无需记忆，在独立解决问题和完成练习之 
后，这些概念是可以被掌握的.为方便起见，我们抽出若干最常用的代数系统，如 
群 ( Z ,+),5 n , A n , GL n , SL n , 多项式环，域 Q ， R ， C 和 Z p . 代数语言以它们为背景展 

示出来.按照传统并顾及到从中学到大学之间的过渡，首先讲解了矩阵和行列式， 
并用它们讨论了线性方程组的解.基本的代数结构就在这时自然产 生了. 更为详尽 
的研究放在 [ BAIII ] 中，而我们现在的任务是积累生动的例子. 

应该特别注意在补充文献中所列出的沙法列维奇的书[4]，从中可以看到在代数 

乃至整体数学中新的、高水平的非传统观念的发展. 

感谢《代数学引论》原版教科书的全体读者，感谢英文、保加利亚文、西班牙 
文、波兰文、法文、中文的译者和评注者，感谢莫斯科大学高等代数教研室的成员 
们，在那里，本书仍然在经受着年复一年的检验. 

我非常高兴地对柯斯特利金娜、伊莲娜和奥斯特利克在本书成稿时提供的无法 

估量的帮助表示深切的感谢. 


A . H . 柯斯特利金 



补充文 献 ® 


1. IloA pe^aKi^Hefi KocTpHKHHa. A H C6opHHK 3a^an no ajire6pe. —— M.: OaicropHaji, 

1995. ( 《代数习题集》） 

2. Kyporn A T. Kypc Bbicmett ajire6pbi. — io-e H3^. — M.: Hayica, 1971. ( 《高等代 

数教程》） 

3. O 職 eeB 只 K. JleKi^HH no ajire6pe. — M.: Hayica, 1984. ( 《代数学讲义》） 

4. Ula^apeBHH H P . OcHOBHbie iiohhthh ajire6pbi. — M.: BHHHTH, 1986. ( 《代数 

基本概念》） 


希腊字母表 


Aa 

Bp 

厂 r 

AS 

Ee 


alpha 

beta 

gamma 

delta 

epsilon 

zeta 

Hr] 

00 

Ii 

Kk 

AX 

Mju 

eta 

theta 

iota 

kappa 

lambda 

mu(myu) 

Nv 


Oo 

Tin 

pp 

Eg 

nu(nyu) 

xi(ksee) 

omicron 

pi 

rho 

sigma 

Tt 

Yu 

0(p 

Xx 

Wlj/ 

Q(o 

tau 

upsilon 

phi 

chi(ki) 

psi 

omega 


①以上四种教材或参考书的作者都是俄罗斯（前苏联)著名的代数学家，他们的工作在代数学 
领域的影响广泛且深远，在国际上享有崇高的声誉.——译者注. 



给读者的建议 





根据前言中阐述的总体规划，书中各章节之间的关系图是线性的，事实上， 一 

年级大学生按照次序学习本书是有益的，特别要注意书中大量的例子和习题，它们 
当中的相当部分通常在考试时出现. 


对于有经验的读者（比如教师或二年级学生)，实际上不难从任何地方开始阅读 


此书，但要准备不时地返回前面章节的 概念. 在各段各节中引入新概念时，不都是 


冠以“定义”这两个字的.详细的目录和索引可以帮助读者找到它们在书中所处的 


位置. 


每一章分成若干节，每一节分成若干段，各有自己的名称.在每一段内部，定 
理、命题、引理、推论有各自的 编号： 定理 1， 定理 2，...； 引理1，引理这是一 
个原始的但相当直观的命名法，在从其他段落引用结论时应注明‘％•的定理 i ，，， 或 
“第 &章^ 的定理《”，这样做不会引起混乱. 

证明的结尾用 记号口 表示. 

为简洁起见，书中使用最简单的逻辑符号.蕴含符号4写成 A ^ B 意味着 
推出或“从 A 得到5”，而 M 表示4和 B 等价，即 VI 当且仅当全 
称量词 V 表示“对所有 的”. 其余的符号可从上下文理解. 

上面列出的希腊字母表注明了每个字母的读音•由于希腊字母在数学中通行， 
对此产生的任何混淆都会引起麻烦. 
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代数的起源 


代数从何而来？粗略地说，代数起源于加法，乘法和求整数次方幂的计算艺术. 
如果用字母代替数（这一点并非显而易见且有多种方式)，就使我们能够在更广泛的 
代数系统中使用类似的法则进行 计算. 对这一问题给出透彻回答的尝试将我们带进 
了久远的时代，带进了数学思想奇妙产生的 过程. 这一答案，最困难的部分与我们 
今天的基本代数结 构：群 、环、域、模等紧密相关.但这怜好是本书的大部分内容， 

因而第一章的目的目前似乎还达不到. 

幸运的是，在大多数代数公理抽象的外表下，隐含着非常具体的理论和实际问 
题，它们的解决常常幸运地成为进一步发展抽象理论的动力.同样地，所发展的理 
论又成为解决这些问题的基础和 工具. 存在于所有数学领域内的理论与应用之间的 
复杂的相互作用在代数中表现得尤为明显，同时也在某种程度上说明我们通常采用 
的围绕中心问题层层深入的教学方法是有道理的. 

在对历史事件进行过简短评注之后，我们将叙述包含在下面章节中的一些问题. 
这些问题之一成为研究线性方程组，矩阵和行列式理论的出发点.我们介绍高斯方 
法并得到解线性方程组的初步认识. 

在这一步引入标准的符号和术语是有益的，为此我们将扼要地给出集合与映射 
的理论. 

我们将引入等价关系和商映射的重要概念.进一步，为了详细讲解数学归纳法 

原理. 建立了一些初等的组合关系式，我们特别引出了置换的概念，它是行列式理 
论的基础. 

最后在末尾一节中列出了整数的最简单的算术 性质. 这些性质不仅将来要用， 
也是在更复杂的代数系统中构造类似算法的原型. 



第 1 章代数的起源 


本章的材料并未超出中学课程太多.仅要求读者准备上升到更高更一般的观点. 
学生可以从§3开始读起. 

§1简谈代数 

在我们今天的时代，谈论数学的“代数化”不是没有理由的，即代数的思想和方 
法渗透到数学各个分支的理论与应用中.这种情况在20世纪中叶变得十分明显，但 
情况并不总是如此.正如人类活动的所有领域一样，数学也会受到时尚的影响.代 
数方法的流行有其实际的原因，尽管对它的迷恋有时会超越理智的界限.由于掩盖 
了内容的代数外壳不亚于对代数的基本无知造成的不幸，所以教科书的作者要是擅 
长于避免代数过分的形式化，那么就会合情合理地受到赞许. 

只要不走极端，代数自古以来就是数学的一个重要的组成部分.几何也是这样， 
但我们愿意在这里引用索菲 • 格尔曼的观点.“代数不外是符号的几何，而几何不外 
是图形的代数后来情况有些变化，但仍可以说“数学对象的自然属性实质上是不 
太重要的第二位的事情，例如我们得到的结果既可以用纯几何定理的形式表述，也 
可以借助解析几何以代数定理的形式出现(尼 • 布尔巴基). 

根据“重要的不是数学对象，而是它们之间的关系”这一原则，代数被定义为对 
各种集合的元素施行代数运算的科学（这种说法有些重复，并且使未入门者完全莫 
名其妙).代数运算本身源于初等算术.反过来，基于代数学的思想，“高等算术”， 
即数论中的许多事实得到了最自然的证明. 

但是代数结构，即带有代数运算的集合，意义远远超出了对数论的应用.许多 
数学对象(拓扑空间，多复变函数等等)，其研究方法是建立相应的代数结构，即便与 
所研究的对象不完全吻合，但在所有的情况下都能反映出它们的本质方面.在现实 
世界中没有什么东西是完全相同的. 

对代数学的这一明确看法是在45年前由量子力学的创始人之一狄拉克提出来 
的，他说：“现代物理学越来越需要抽象数学及其基础的发展.非欧几何和非交换代 
数一度被认为是虚构的，是迷恋逻辑推理的简单结果，而现在则被公认为是描绘物 
理世界不可或缺的工具 . ” 

代数工具在研究量子力学的基本粒子，在考察刚体性质和晶体结构（在这方 
面，群表示理论特别重要)，在分析经济模式，在制造现代化计算机等方面都是非常 
有用的. 

与此同时，代数学也受到其他学科新鲜汁液的哺育，其中包括数学中的其他学 
科.例如代数的同调方法产生于拓扑学和代数数论.因而代数的面貌和人们对代数 
的看法在不同的时期有所改变是不足为奇的.我们不可能详细地列出这些变化，不 
仅由于篇幅有限，尤其是因为书写历史必需具体，而这只有在学习了代数的基础知 
识之后才能办到.我们仅限于列举一个带有人名和年代的图表. 



§1 


简 


代 


古代巴比伦和埃及文化，希腊文化.丢番图的 
“算术”（公元前3世纪） 


中世纪的东方文化.穆罕默德 


花拉子米 


(Muhammad al - Khwarizmi ) 的著作《代数》 
(约825年） 


文艺复兴时代 
S . 费罗 (1465 —15 2 6) 

N . 塔尔塔利亚 (1500—1557) 
G . 卡尔达诺 (1501 — 1576) 

L . 费拉里 (1522 — 1565) 

F . 韦达 (1540 — 1603) 

R . 邦贝利 (1 53 0— I 572 ) 


17至18世纪 
R . 笛卡儿 (1596 — 1650) 

P . 费马 (1601 — 1665) 

I . 牛顿 (1643—1727) 

G . 莱布尼茨 (1646 — 1716) 

L . 欧拉 (1707 — 1783) 

J . 达朗贝尔 (1 H 7—1783) 

J . L . 拉格朗日 (1736 — 1813) 
G . 克拉默 (1704—1752) 

P . 拉普拉斯 (1749—1827) 

A . 范德蒙德 (1735 — 1796) 


19世纪至20世纪初 

K . F . 高斯 (1777—1855) 

P . 狄利克雷 (1805—1859) 

E . 库默尔 (1810 ■—18 93 ) 

L . 克罗内克(18幻 一 1891) 

R . 戴德金 (1831—1916) 

E . L . 佐洛塔廖夫 (1847 — 1878) 
G . F . 沃罗诺依 (1868—1908) 
A . A . 马尔可夫 (1856— 19 22 ) 


P . L . 切比雪夫 (1821—1894) 

C . 埃尔米特 (1822—1901) 

N . I . 罗巴切夫斯基 (179 2 — 1856) 
A . 胡尔维茨(1郎9 一 1919) 


自然数与正有理数的四则运算.几何学与 
天文学中的代数公式.作图问题的形成 
(立方倍积与三等分角)，代数思想的使用 
是很久以后的事情. 


一 次及二次代数方程.术语“代数” 一词 
的产生. 


三次和四次代数方程的一般解.建立了现 
代的代数符号. 


出现了解析几何 一一 几何与代数之间的 
坚实的桥梁. 

数论研究趋于活跃. 

开始研究多项式代数. 

深入研究代数方程求解的一般公式. 

证明数值系数代数方程根的存在性的首 
批 方法. 

行列式理论的开端. 


证明数值系数方程根的存在性的基本定理 
代数数论的深入发展. 


探讨代数方程近似解的求法. 

使根处于某一位置时系数应满足的条件 
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代数的起源 


线性代数方法的深入发展. 

发现四元数后引起的超复数的研究 

(这样的系统现在称为代数). 

特别是连续群(李群)的发展为李代 

数理论奠定了基础. 

代数几何和不变量理论成为数学的重要 
分支 • 

在 19 世纪，数学尚未高度专门化，许多大科 
学家在不同的领域内创造性地工作. 


mm 

P . 鲁菲尼 (1765 — 1822) 证明次数彡 5 的一般方程不能用根式求解 

N. H. 阿贝尔 (1802 — 1829) 代数函数论的发展. 

參 

C. 雅可比 (1804 — 1851) 伽罗瓦理论的创立. 

E. 伽罗瓦 (1811 — 1832) 主要基于置换群的有限群论的开端. 

G. 黎曼 (1826—1866) 

A. L. 柯西 (1789—1857) 

C. 若尔当 (1838 — 192 2 ) 

L. 西罗 (1832 — 1918) 

H. 格拉斯曼 (1809—1877) 

J. 西尔维斯特 (1814 — 1897) 

A. 凯莱 (1821—1895) 

W. 哈密尔顿 (1805 — 1865) 

G. 布尔 (1815 — 1864) 

S. 李 (1842—1899) 

F. 弗罗贝尼乌斯 (1849 — 1918) 

J. 塞雷 (1819—1885) 

M. 诺特 (1844—1922) 

D. A. 格拉韦 (1863 — 1939) 

H. 庞加莱 (1854 — 1912) 

F. 克莱茵 (1849 — 1925) 

W. 伯恩赛德 (1852—1927) 

F. 莫林 (1861 — 1941) 

J. 舒尔 (1875 — 1 94 1) 

H. 外尔 (1885 — 19 邱） 

F. 恩里克 (1871—1946) 

J. 冯 . 诺依曼 (1903 — 1957) 

D. 希尔伯特 (1862 — 1943) 

E. 嘉当 (1869 — 1951) 

K. 亨泽尔 (1861—1941) 

E. 施泰尼茨 (1 町 1 一 I 928 ) 

E. 诺特 (1882—1935) 

E. 阿廷 (1898—1962) 

H. 布尔巴基《数学原理》. 

环、模、范畴、同调理论成为常用的语言.许多不同的理论符合泛代数的通用模式.模型论兴起 
于代数与数理逻辑的交界处.古老的理论焕然一新，扩大了自己的应用领域. 

例子有现代代数几何、代数拓扑、代数 K 一理论、.代数群理论.有限群论经历了特殊的飞跃 


20世纪上半叶，整个数学大厦得到了根本 
性的改造. 

代数不再是关于解代数方程的科学，开始 
坚定地沿着公理化和更加抽象的道路发展. 


目前代数学正处在生机勃勃的发展中.其中俄罗斯数学家做出了重大贡献•我 
国高水平的代数研究，应归功于下述学者，如 N . G . 切博塔廖夫 （189 4 — 19 4 7)， O . Ju . 
施米特 (1891—1956), A . I . 马尔采夫 (1909—1967), A . G . 库洛什 (1908—1971), P . S . 诺 





维科夫 (1901—1975), D . K . 法捷耶夫 (1907—1989). 


§2 几个典型问题 


本节列出水平各异的四个问题，前三个问题互不相同，用于引起对不同类型的 
域，对线性空间，对群及其表示的研究，它们的代数理论将要在下面谈到.许多专门 
著作是为了 “解答”这类问题而写的.第四个问题是为了引出线性方程组的研究，读 
者不看后面解线性方程组一节的内容，自己试着去解决它是有益处的. 

1 . 方程的根式解问题 从初等代数已知求二次方程 ad + k + c = 0的解: n , 


^2的公式 




在三次方程 


X 3 + ax 2 - \-bx c = 0 


中，用 : r - f 替换 r ， 得到形如 a ; 3 + g = 0 的方程.方程的三个根町,❽，❿可 
由它的系数表示成下述形式.若令 



(立方根满足⑽ 


3 p )， 则可证明 


Xi = -(u + v),x 2 = - {e 2 u + ev),x 3 = ~(su + e 2 v) 

o o o 


⑶ 


与公式 （1) 一样，对字母系数 a ,6， c ， p ， g 的任意数值，例如任意有理数值，公式 
有效.公式 （2) 和 （3) 叫作 卡尔达诺公式 (1545 年)，对此作出贡献的还有其他文艺复 
兴时期的意大利数学家（费罗，塔尔塔利亚).对四次方程也找到了类似的公式，而寻 
求五次一般方程根式解的努力延续了几乎300年之久，但未能获得 成功. 直到1813 
年鲁菲尼（第一次，粗略地）和1827年阿贝尔（独立地，完全严格地）证明了下述定 
理， n 次一般方程 • 

x n + a \ x n ~ l + • • • + a n = 0 


当 n > 4 时没有根式解. 

在这一领域中的本质发现是1831年由二十岁的伽罗瓦得到的（直到1846年才 
为世人所知)，他给出了对任意方程(例如有理系数方程）可根式求解的判定法则，而 
不仅仅局限于一般 n 次方程，对每一个 n 次多项式（方程)，伽罗瓦给出了一个分裂 


域和由这个域的自同构组成的有限集（基数不超过 n!), 现在称之为域的（或原多项 

式的 ) 伽罗瓦群 . 

我们把伽罗瓦理论放到 [BAm] 中更详细地讲述.此处仅完全根据内在的性质区 
分出一类特殊 的群 , 称之为 可解群 . 其结论是， n 次有理系数方程可用根式求解， 
当且仅当它对应的伽罗瓦群是可解群.例如，设给出五次方程 

x 5 — ax — 1 = 0 , 

其中 a 是一个 整数. 它对应的伽罗瓦群 G a 以某种复杂的方式依赖于 a; 当 a = 0 
时， G ◦是4阶循环群（根据定义，所有的循环群都是可解的)，从而方程 

a; 5 — 1 = 0 

是可以根式求解的.反之， Gi 与120阶对称群灸有相同的结构，而后者在 [BAm] 
中证明是一个不可解群.因而方程 

x 5 — x — 1 = 0 

是不能用根式求解的. 

我们要注意，从应用的角度出发，一个代数方程的解能否用根式明显地表达出来，并 
没有本质上的重要 意义； 反而是计算根的各种近似方法更实用一些.但这丝毫无损于伽 
罗瓦理论的辉煌，他的成就对后来数学的发展在思想上影响深远.从那时起，伽罗瓦奠 
定了群论的 基础. 他建立的分裂域的子域与其伽罗瓦群的子群之间的 一一 对应到20世 
纪已用新的抽象结构加以充实，成为数学研究中不可缺少的工具. 

2. 多原子分子的状态问题 每一个分子都可以被看作是一个粒子系，即原子核 
及环绕原子核的 电子. 如果在初始时刻粒子系接近于平衡状态，则在一定条件下， 
粒 子系中的粒子总是停留在平衡位置附近，不会得到较高的速度.这种类型的运动 
叫作 相对不平衡状态的振动, 并称这样的系统是 稳定的 . 

我们知道，分子在平衡位置附近的任何小振动都是所谓正常振动的叠加.在很 
多情况下，注意到分子内部的对称性，可以确定分子的势能及其正常频率.分子结 
构的对称性用分子的点群来描述.这一有限群的不同的实现（即它的不可约表示）及 
其与这些实现相联系的群上的函数（表示的特征标）确定了分子振动的参数. 

例如水分子 H 2 0( 见图 1) 对应于克莱因四元群（两个二阶循环群的直 积)； 而磷 
分子 P 4 ( 见图 2) 则形如正四面体，磷原子分布在顶点上， P 4 对应于对称群其阶 
为 24 .它的不可约表示在 [BAm] 中给出. 

今天分子结构理论的发展没有群论的帮助是难以想象的.群论在很早以前就被 
应用到结晶 学上. 早在1891年，伟大的俄罗斯结晶学家费得洛夫以及后来德国科学 
家绍恩费里斯找到了 230种空间晶体群，描述了自然界已发现的一切晶体对称•从 
那时起，群论一直被用来研究对称性对晶体物理性质的影响. 


§2 几个典型问题 



3. 通信编码问题 在地面上或太空中建立自动通信系统时，被用作基本信息 
单位的通常是一个有序序列，称之为行（或字)： 

a = ( fli ， fl 2,. • • ， a n )， 

其长度为 n , 叫= 0或叫= 1. 因为模2的加法和乘法运算在计算机上很好实现，而 
信号1,0本身以电子信号的形式来传送又很方便 （1 和0的区分或按照信号时间的相 
位，或按照信号的有 无); 无怪乎 GF (2)( 见第4章 §3) 被通信专家们用来加工信息. 
有时将 A 看作其他有限域中的元素也很方便. 

为了排除干扰（大气放电，宇宙噪音等),这些干扰可能会把0变成1,把1变成 
0, 必须使 a 足够长，并采用专门的 编码 系统，即从字的全部集合 S 中挑选出由传 
输行（字码）构成的子集 So ( 码)，以便当发生的误差不是太大时，从所收到的变形了 
的字 Y 恢复到原来的 a . 这样就出现了 纠错码 . 

编码的代数理论近年来发展迅速，给出了许多巧妙的编码方法，该理论主要涉 
及特殊线性编码：^的选取依赖于特殊长方矩阵的构造和线性方程组的解，它们的 
系数属于一个给定的有限域，在第4章中将给出一个简单的例子. 

4. 平板受热问题 带有三个孔的矩形平板（见图 3) 被当作一种奇妙装置的阀 
门，以便得到低温.阀门由正方形方格构成的一个网覆盖着.位于网的四条边界上的 
正方形的顶点称为 边界点 ，而其他的顶点叫作内点.测量表明，当加热或冷 却时， 
任一内点的温度是它相邻的四个顶点（内点或边界点）温度值的算术平均.我们希望 
边界点的温度取图3所示的值.这是可能的吗？如果可能，试问内点的温度分布是 
不是唯一确定的？ 
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图 3 



§3 线性方程组初步 


带有实系数 c ， d , e ， /的线性方程似= 以及形如 

ax -{-by = e , 
cx + dy = f 

方程组的求解问题在中学已经学习 过了. 我们现在的目的是学会解形如 

^ 11^1 ^ 12^2 + • • • + dln^n = ^15 

a 21^1 + ^22^2 + • • • + <^2n x n — ^2? 


^ml^l ^m2^2 + • • • + ^mn^n ~ 


⑴ 


( 2 ) 


的一般线性代数方程组（或简称线性方程组).此处 m , n 是任意正整数.看起来，从 
方程 （1) 过渡到方程 （2) 时纯粹数量上的增长是一件具有本质意义的事情.形如 （2) 
的线性方程组直接出现在几乎所有的数学分支中，而所谓线性方法，其最终产物往 
往是线性方程组的解， 已 经成为数学中发展最充分的部分.简略地说，形如 （2) 的 
线性方程组为19世纪创立积分方程的理论提供了原型，而后者在力学和物理学中 
有着特殊重要的 作用. 再如计算机处理的大量实际问题也要归结为线性方程组 （2). 

1 •名词 注意到方程组 （2) 的系数使用了非常简明方便的 符号： 系数叫,•表示 

在第 i 个方程中第 j 个未知数的系数（读作例如 a 12 读作 “ a - 1 - 2 ”， 
而不是乂 - 1T). 数字&叫作第 i 个方程的 常数项 . 如果匕 = 0, i = 1, z ， … ， m ， 称 
方程组⑶为 齐次的. 对于任意的一组~ = 0, i = 1, • •. , m , 线性方程组 



叫作与方程组（ 2 )相对应的齐次 方程组 ，或方程组 （2) 的 诱导组 , 未知数的系数可 
以排成一个长方形的表 



叫作一个 mx n 矩阵 (如果 


m = n , 则称为 n 阶 方 阵)，并可简记为 （ c ^) 或用字母 A 
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表示. 自然地（叫1，叫 2 ,… , a in ) 叫作矩阵⑶的第 i 行,而第 j •列 



今后将表示成用方括号括起来的行 [ a lj , a 2 j ^- a rnj ] 以便节省地方.当矩阵是方阵 
时，我们还可以谈它的由元素 ail ， a 22 , …，〜 m 组成 的主对角线. 除主对角线外，其 
他所有元素都等于零的方阵 （ c ^)， 叫作 对角矩阵， 有时记作 

diag ( an ， ( 122 ,… a nn ), 

当 a n = a 22 = …= ann = a 时，称之为 纯量 矩阵，记作 diag n ( a ). 矩阵 diag n ⑴ 
叫作 单位 矩阵，通常记作五 n ， 当矩阵的阶数确定时可简记作五. 

与矩阵⑶同时，我们也考虑方程组⑺的 增广 矩阵 ( aijlbi ) 它是由矩阵 （3) 增 
添常数项的列[^，匕,… ，6 m ] 得 到的； 为清楚起见，用竖线将该列与其他列分开. 

如果用数字4代替未知数 A 时，方程组( 2 )中的每一个方程都变成了恒等式， 
则称 n 个数$成…，< 的有序组为方程组⑶的一个解，而#称为解的第 i 个 
分量. 这时也称有序组 x^xl • • • ,<满足（ 2 )的每一个 方程. 没有任何解的方程组 
叫作 不相容的. 有解的方程组叫作 相容的， 如果只有唯一解，就叫作 确定的. 解的个 
数多于一个的方程组叫作 不 定的. 一 个给定的方程组是否相容，如果相容，它的所 
有的解是什么样的，这就是我们当前应该回答的问题. 

再来看§ 2 的第四个 问题. 我们给薄板内部的点以任意顺序从1到416编号（即 

图3所示的内点总数),再添加 2 ( M 个边界点的号码，并将需要按照已知规则计算的 
温度 k 放到序号 i 的内点，编成416个相关的 式子： 

冬 _ L +亡6 +亡 C +心 

Ze = i • 

比如说 a ,6, c ^416, d >416. 这时，关系式可以写成线性方程的形式 

— ta —亡6 — tc — td， 

右边的心= - 打3，- 100,- 50,0,如,100, 300( 可能有其他的不同版本).这些方程构成 
了一个形如（ 2 )的线性方程组，其中 n = m =虹6.未知数&的系数等于 0( 在绝大 
多数情况下) ，- 1或 4 . 这个方程组是否相容和确定呢？ 

我们得到了一个定性问题在数学上的准确的定量表达式.存在性和唯一性问题 
在由研究物理现象引出的许多数学分支中都是非常典型的问题. 




2 . 线性方程组的等价 假设我们还有一个与方程组（ 2 )未知数个数与方程个 
数相同的线性方程组 


a f n xi + a[ 2 X 2 H - h a f ln x n = 

a2\X\ 4 - a f 22 x 2 + . . . + ^2 n ^n — ^25 


( 2 ，) 


+ a， m2 x 2 + … + ^mn x n = b， m' 

如果方程组 （2) 中除第个之外的所有的方程保持不动，而第个方程交换位 
置，则称⑺是由 （2) 经过 ⑴型初等变换 得 到的. 如果⑺中除第《个之外的所有 

方程保持不变，而第 i 个方程变为 

(ctil + CCLk\)X\ + • • • + (叫打 + Cakn) x n = h + cbk (*) 

_ *" 、、 

(即 < = 叫 + ca kj , ^ 此处 c 是任意常数，则称方程组 （ 2 D 是由⑶经 

过 （ n ) 型初等变换 得到的. 

如果两个线性方程组 （2) 和％)同时是不相容的，或者同时是相容的，且有相 
同的解，则称⑺与 （20 等价. 两个等价的方程组⑷和⑻记作：⑷〜⑻，我们注 
意到，⑷〜⑷，⑷〜⑻意味着⑻〜⑷，而从⑷〜⑼，⑻〜 ( c ) 可推出⑷〜 （ c ). 

下述论断给出了等价性的一个充分条件. 

定理1如果一个线性方程组是由另一个线性方程组经过有限多次初等变换得 
到的，则这两个方程组等价. 

证明 只要证明当方程组 （20 由方程组⑶经一次初等变换得到，（ 2 )与％) 
等价就可以了. 

注意到方程 （2) 也是由方程 （20 经一个初等变换得到的，因为这些变换是可逆 
的. 事实上，在情况（ I ),再一次交换第个方程的位置，我们就回到了原来的方 
程组；类似地，在情况（ II ),将第&个方程乘以 （- c ) 加到 （ W ) 中的第 i 个方程上去， 

我们就得到了⑶中的第 i 个方程 • 

现在我们来证明方程组⑶的任意解 «... ,4) 也是⑺ 的解. 如果施行的 
初等变换是⑴型的，方程自身没有改变（改变的仅仅是它们的次 序). 所以在变换 
前满足方程的数组在变换后仍满足 方程. 在 （ n ) 型初等变换的情况 




§3 线性方程组初步 


• 11 . 


下，除第 i 个之外的所有方程都没有改变，所以原来方程组的解«成…， 4) 满 

足这些 方程. 至于第 i 个方程，它变成了 （*) 的 形式. 因为我们的解满足 （2) 的第 i 
和第 A ; 个方程，所以 

a il^l + …+ CLin^n — 

^>kl + • • • + ^kn^ji = bk ， 

用 C 乘第二个恒等式的两端，并加到第一个恒等式上，我们就得到了形如 （*) 的恒 
等式，此处％ = 

前面谈到的初等变换的可逆性可以用来证明，反过来，方程组 （20 的任意解也 
是⑺的解. 

最后要说明的是，一个方程组的不相容性意味着另一个的不相容（通过反证法 
来证). □ 

3 - 化为阶梯型 通过施行一系列的初等变换，可以将给定的方程组转化为较 
简单的形式. 

首先指出，在系数当中至少有一个不等于 0. 否则谈未知数町就没有意义 
了. 如果= 0,⑼/ 0,交换第1个方程与第 j 个方程的位置，（用⑴型初等变 
换).现在第一个方程中第一个未知数的系数非 0. 将它记作.从第 i 个方程的两 
端 （i = 2 ,3,…， m ) 减去新方程组中第一个方程的两端乘以系数 Q , 使得减完后 a 
的系数变为 0( 做 m - 1次（ II )型初等变换) • 显然为此必须取 q = a 21 / a [ 1 . 结果我 
们就得到了一个方程组， A 只出现在该组的第一个方程中.这时也可能发生如下 
情况，即第二个未知数在标号 i > 1的所有方程中也不出现•设％是出现在第一个 
方程以外的任意一个方程中脚标最小的未 知数. 我们得到方程组 

a n x i + … + a ’ ln 〜 = 6 i , 

a 2k X k~^~ ... ~^~ a 2n x n = ^ 2 ? 


k ~^ + a mn $ n — b m ， 

fc > 1, a f n ^ 0. 

抛开第一个方程，对所有余下的方程运用上述 推理. 经过一系列初等变换，原 
方程组变成下述形式. 



a 2k X k + 




J tCL \ n X n = b f {, 

~^ a 2n x n = 
~^ a 3n x n = ^ 3 ? 



+a mn $ n — ^ m ， 

^ 〉左〉1， a i’i # 0, # 0. 
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因为第一个方程未被涉及，此处自然有吃=<_,吋=心只要还有可能，我们就运 
用这一 过程. 显然，如果在所得方程中头一个未知数（设脚标为4及其后面直到脚 
标为 n 的所有未知数的系数都等于0,我们就不得不中止这一过程.这时，方程组 


(2) 变为 

a\\xi + 


~\~CLln^n = ^1 


a 3 ixi^ 


~\~CL2n^n 

~\~d3n^n 










⑷ 


0 = b m ， 

此处 ana 2 fca 3 / • • . a rs 參 < k < l < … < s . 如果 r = m , 则方程组⑷中形如 

0 = ^ 的方程不会出现.方程组⑷叫作 阶梯 形的. 

这一术语不是唯一通用的，方程组（ 4 )有时被称为 梯形的或拟三角形的, 它们 

都没有本质上的 区别. 

定理2任意线性方程组都等价于一个阶梯形方程组. 

证明可直接由上述推导得到 • 

有时不把初等变换用于线性方程组，而用于它的增广矩阵 (^1^). 与定理 2 的 
证明相同，我们有 

定理2/任意矩阵都可以用初等变换化成阶梯形. 

4. 对阶梯形线性方程组的研究 根据定理1和定理 2 ,相容性和确定性问题只 

要对阶梯形方程组 （4) 进行研究就可以了 • 

我们从相容性问题 入手. 如果方程组⑷包含一个形如0二匕的方程，且匕/ 0, 

则方程组显然是不相容的，因为当未知数取任何值时，等式 0 = S t 都不能成立.我 
们来证明，如果方程组 （4) 不包含这种方程，则方程组是相容的. 

于是当〖> r 时，令匕= 0,我们称第1，第 2 ,…第『个方程开头的未知数 
而 ，…， A 为 主未知数, 其余的未知数（如果它们存在的话)，为 自由变量 .根 
据定义，主未知数共有 r 个. 

取定自由变量的任意一组值，并代入方程组（ 4 ).则关于 A 的第” 个方程形如 

其中 a = / 0方程有唯 一解. 将得到的解％ d 代入前 r - 1个方 

程，并在方程组 （4) 中按照自下而上的顺序求解，我们看到，主未知数的值由自由 

变量的任意一组给定的值唯一确定 • 

这就证明了 

定理3 —个线性方程组具有相容性的充分必要条件是，将它转化为阶梯形方 
程组后，不包含形如0 =匕，且的 方程. 如果这一条件成立，自由变量可以取 
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任 意值； 而主未知数（在自由变量的任意一组定值之下）由方程组唯一确定. 

现在我们来搞清楚，一个方程组在相容性条件成立的情况下，何时是确 定的. 

如果方程组（ 4 )有自由变量，则方程组显然是不确 定的： 我们可以给自由变量以 

任意值，并通过它们来表示主未知数(定理 3) .如果自由变量不存在，即所有的未 

知数都是主未知数，则根据定理 3, 主未知数的值由方程组唯一确定，所以方程组 
是确定的. 

注意到没有自由变量等价于条件 r = n . 

我们证明了下述论断. 

定理 4 一 个相容的线性方程组 （2) 是确定的，当且仅当由它得到的阶梯形方 
程组⑷满足条件 r = n . □ 

当 m = n ， 则线性方程组转化为阶梯形时也可以写成如下 （三角形 式)： 


CL\\X\ ai2$2 + • • • + ^ ^1 5 

^22^2 + • • • + ®2n^n = ^2 5 


⑹ 


如果我们不在意对任意是否有/ 0. 事实上，记法 （5) 仅仅表明，方程组中的 
第 A ; 个方程不包含未知数％,其中 i < fc , 而阶梯形方程组显然满足这一 条件. 

设 （知) 是一个矩阵，如果当 i ) •时，元素叫 • = 0,则称矩阵为 上三角 矩阵. 
类似地可定义 下三角 矩阵. 


从定理3和公式 （4) 引出 

推论1线性方程组 （2) 当 m = n 时是相容且确定的，当且仅当将它化为阶梯 
形后，所得的线性方程组 （5) 满足条件 / 0. □ 

注意到一个事实，即这一条件不依赖于方程组中方程的右半 部分. 所以当 m = n 
时，方程组（ 2 )是相容且确定的，当且仅当与之对应的齐次方程组（2 0 )是相容且确 
定的.但是一个齐次方程组永远 相容： 它至少有一个零解 


$? = ()〆•• ， x Q n = 0. 

条件… 5 nn / 0意味着，齐次方程组仅有 零解. 我们得到了推论1的另 
一种形式，它与方程组的阶梯形无关. 

推论 r 线性方程组（ 2 )在 m = n 的情兄下是相容的且确定的，当且仅当与之 
对应的齐次线性方程组（2 0 )只有零解. □ 

n > m 的情况值得特别的关注. 

推论 2 当 n > m 时，相容的方程组（ 2 )是不 定的. 特别地，齐次方程组当 
n > m 时永远有非零解. 

证明 事实上，因为方程组（ 4 )的方程个数不会多于方程组 （2)( 去掉左右两边 
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恒等于零的方程)，在任何情况下都有 r < m . 所以不等式 n > m 意味着 n > r ， 根据 
定理4方程组 （2) 是不 定的. 最后要指出，齐次方程组的不定性，等价于非零解的 

存在性. 

我们得到的结果反映在下表中. 


线性方程组的类型 


般 


齐次 





非齐次 





齐次 


解的个数 





5. 评注和例子 上述解线性方程组的方法叫作高斯法或 逐次消元法. 当八不 
大时这种方法是非常方便的，并且适用于计算机 实现. 可是由于种种原因，其他的 
一些解法，例如迭代法往往更切合 实际. 当系数给定时，寻找具有确定精确度的解 
就属于这种 情况. 但是在理论研究中，最重要的问题是得到线性方程组相容性或确 
定性条件的表述，并寻求用系数和常数项表示解的一般公式，而不必将方程组化为 

阶 梯形. 推论 V 就在某种程度上符合这一点 • 

例 1重新回到§2的薄板受热 问题. 正如本节第一段所示，引起我们兴趣的 
这一问题变成了一个非常具体的线性方程组（为确定起见，将其记作 HP ) 的求解问 
题，该方程组含有非常多的未知数按照推论 V 中陈述的判别法，我们来研究对应 
于 HP 的齐次线性方程组 ( HHP ) •换言之，薄板所有的边界点的温度现在取零•设 e 

是一个内顶点的脚标，该点的温度有极大值一 I . 这时条件 

, 亡 a +亡6 +亡 C +心 

te = -4- 

意味着 | f e | = | f a | = |〖 b | = = I 心 I . 在没有达到温度为 0 的边界点之刖，我们沿着 

点阵中由一个内点给出的四个方向中的任意一个方向移动一步，就会看到所有的点 
均取值 W = 一|.这就意味着一| = 0,所以对任意的脚标 i，A = o . 因而方程组 HHP 

仅有零解，故 HP 是一个相容的且确定的线性方程组.这样最初提到的薄板受热问 


题本身也就解决了. 

例2 给出线性方程组 

S 



X2 

— X\ — X 2 3^3 




—X n -2 ~ x n-l + x n — 


这显然是一个相容的且确定的方程组，它已经成为阶梯形(三角形）了.只不过求解时 
不是自下而上，而是自上 而下. 按照定义，它的解是前 n 个斐波 那契数 A ,/ 2 , …， / n . 
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这些数与植物现象中的叶序数（叶子在茎上的排列） 有关. 与其孤立地求解 n = 1000 

或任意给疋的 n . 不如得到对第 n 个斐波那契数的 一 '般 表达式（解析公式).你可能 

会反对说，我们有足够的耐心，就可以根据这些数的归纳定义给出/ 1000 .但这不是 

解决数学问题的根本 办法. 我们将在第二章和第三章中给出 / n 的两个表达式，尽管 
这个具体问题可以用更直接的办法来解. 

注记1有时不必化阶梯形就可以更方便地求出线性方程组 的解. 特别是当线 
性方程组的矩阵包含很多 零时. 此时简短的实际解法取代了冗长的解释. 

注记 2 当我们用高斯法解 n 元 n 个方程的线性方程组时经过多少步必要的算 
术运算 r n 可以完成 求解？ 这不是一个等闲的问题，因为在通常情况下，当我们对 
大数 n 使用计算机时，应当对求解问题所需的机时进行预先估计. 

因为两数相乘要比相加工作量大，所以建议只计算做乘法的次数，自然也包括 
除法，以后简称 运算. 不失一般性，可以假定线性方程组有唯一解，即所有的未知 
数都是主未 知数. 暂且忽略方程的右边.为了从第 i 个方程 （i > 1) 消去未知数 Xl 
需准备好数 li = flii/aii (做一次除法)，还要算出 n - 1 个乘积 kaijj = 2,3, ... n ， 即 
共需要 n 次 运算. 按照我们的约定，忽略从第 i 个方程减去第一个方程的~倍的过 
程. 因为〗= 2 ,3，... ， n ， 那么为了消去:需要 n ( n -1) 次 运算. 第二步，我们对得 

到的 （n - 1) 阶方程组需要 （n - l )( n -2) 次运算，第三步相应地为 （n - 2 )(n - 3) 等 
等. 为了将方程组的左边化为如同公式⑹的三角形式，总运算次数为和式 

r ( n ) = n(n - 1) -f (n - l)(n — 2) + . • • + 1(1 — 1). 

不难验证（自己证明或者参看 §7), 



找到解的分量 x ° n , x ° n _ ir - ,4( 按方程组 （5) 自下而上运作),共需要 

1 + 2 + 3 + …… 呛 + 1) 

2 

次运算，当 n 较大时，并不引起对运算次数总和的本质 影响. 于是，高斯算法相当 
准确的运算次数是 r n = n 3 /3. 

1969年，施特拉辛研究出一种方法，（详见 [ BAE ]), 仅需 

5 n = C*n log 2 7 «C-n 2 - 81 


^运算，当 n 非常大时，可以节省大量运算，诚然，做到这一点是由于增加了加法 

运算的 次数. 但&中的常数 C 特别大，而实现它的程序在逻辑上又很复杂，因而 
这里所谈的节省仍停留在理论上的计划. 
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我们所了解的两种方法是典型的数学算法，适用于大量问题的 解决. 稍后我们会 
看到算法的其他例子.它们的作用在我们这个全盘计算机化的时代是非常巨大的 • 
这时重要的不但是算法本身，还有对计算复杂性的估计. 

§4低阶行列式 

在介绍高斯方法时，我们没有过多地关注主未知数系数 的值. 那时着重关注于 
这些系数是非零的.现在我们进入消元法的精确步骤，尽管只是解低阶方形线性方 
程组.这样做将为我们提供一些思考的案例，以及在第三章给出的构造一般行列式 

理论的原始材料. 

如§3所示，考虑带有两个未知数的两个方程 

anXi -f ai 2 X2 = ^1, ⑴ 

a21 尤 1 + ^22^2 = ^2, 


并试图寻找解的分量^1,^2的一般公式 • 

矩阵 f an al2 ) 的 行列式 是一个表达式 <^ ll a 22 — a 21 a 12, 

\ «21 a 22 J 

记作 

an ai 2 
«21 «22 

这样二阶方阵本身对应于一个数 


an ai2 

= ana22 — «2iai2- 

«21 «22 


( 2 ) 


如果我们希望从方程组 （1) 中消去別，则将第一个方程乘以 a 22 , 第二个方程乘以 
(- a 12 ), 然后相加，得到 


an 

^21 


ai 2 

«22 


X\ — b\a 22 ~ ^2^12 - 


可以看到，方程的右边恰为矩阵 


«11 ^1 
«12 ^2 

an «12 
(221 ^22 I I «21 ^22 


我们有 



石1 «12 
&2 a 22 


an 


ai 2 





ai 2 


&2 a 22 


的行列式.设 


an 


ai 2 


CL21 a 22 


7^0. 于是 


(3) 


有了含两个未知数，两个方程的线性方程组的求解公式，我们也能够解某些其 
他的方程组了（解方程组——意味着找出它们的解).例如，我们考察含三个未知 
数，两个齐次方程的线性方程组 


an 尤 1 + a\2X2 -f aisXs = 0, 

« 21^1 « 22^2 « 23^3 = 0 . 


(4) 


我们的兴趣在于找出这个方程组的非零解，即至少有一个 A # 0的解.例如设 x 3 # 0. 
用❿去除方程的两端，并设讥= -'2/2 = - @，将方程组⑷写成⑴的形式 


aiiyi + a\2V2 = ai3, 

«2l2/l + ^222/2 = «23 - 



这些公式是在 an ai2 #0 的假设下推导出来的•不难验证，只要公式 （6) 中的 

«21 CL22 

任意一个行列式不等于零，所给的结论就是正确的.如果三个行列式都等于零，尽 
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管公式 （6) 给出了一个零解，但我们不能断定所有的解都可以用它乘以一个常数得 
到（例如考虑由两个相同的方程 x 1 + x 2 + x 3 = 0 组成的方程组). 

现在转到含三个未知数三个方程的方程组 


an^i -f ai 2 x 2 -f aisXs = 0, 

fl21 尤 1 + ^22^2 + 尤 3 = 0, 
fl31 尤 1 + 奶 2 尤 2 + ^33^3 = 0. 

我们希望从这个方程组中消去 x 2 和❻， 以便得到 A 的值. 为此将第一个方程乘以 
Cl, 第二个方程乘以 c 2 , 第三个方程乘以 c 3 , 并将所得结果 相加. 然后选取 
使得在所得方程中 含&及❿的项 为零. 令抑和❿的 系数等于零，我们就得到了 
关于 Ci , C 2， C 3 的方程 

«12^1 4- ^22^2 + «32^3 — 0, 

ai 3 Cl + ^23 c 2 + ^33^3 — 0, 


与方程组 （4) 属同一 类型. 因而可取 



«22 

«32 


«12 

«32 


«12 

«22 

Cl = 



,02 = — 



, C 3 = 




«23 

«33 


«13 

«33 


«13 

«23 


经过显然的替换之后，我们得到了关于町的表达式 


an 


«22 ^23 


«32 «33 


«21 


«12 «13 


«32 «33 


+ «31 


式中&的系数叫作矩阵 


«12 «13 


«22 «23 


bi 

«22 

«23 

— &2 

«12 

«13 

+ 石 3 

«12 

«13 


«32 

«33 


«32 

«33 


d 22 

«23 


XI 


⑺ 


的行列式，并记作 


an 

ai2 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 

ail 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 


这样我们就借助于二阶行列式给出了三阶行列式的表达式 


an 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

^32 

«33 


an 


«22 «23 


«32 «33 


«21 


ai 2 «13 


«32 «33 


+ «31 


«12 ^13 


«22 «23 


⑻ 


—^ 11 « 22«33 + « 12 « 23«31 + « 13 « 21«32 - « 11 « 23^32 — « 12 « 21«33 — « 13 ^ 22 « 31 - 
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容易发现，等式⑺的右边是将的系数 a n 换成 bi , a 2 i 换成 b 2， a 31 换成6 3 得到 
的.所以⑺式可以写成 


«11 

ai2 

«13 


bi 

«12 

ai3 

«21 

^22 

«23 

Xl = 

^2 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 


^3 

«32 

«33 


设 A 的系数不等 于零. 这时通过对 x 2 , 抑 的类似计算，我们可以得到表述&抑，工 3 
的下述公式 



bi 


«12 CL 13 


^2 «22 «23 

^3 «32 «33 


«n « i 2 ai 3 

«21 CL22 «23 

«31 «32 «33 



«11 ^1 «13 
«21 &2 «23 

«31 ^3 «33 


«11 «12 ai3 


«21 ^22 «23 


«31 «32 ^33 



an ai 2 bi 

(221 <^22 石 2 

«3 l «32 ^3 


an ai 2 ai 3 


«21 «22 «23 


«31 «32 «33 


⑼ 


显然，同样的推理适用于四个，五个或更多的方程组成的方程组，只要未知数 
的个数与方程的个数 相同. 为此我们必须首先引出一个类似于 （6) 的公式，对含有四 
个未知数，三个方程的齐次线性方程组 求解； 然后在含有四个未知数，四个方程的 
线性方程组中消去 X 2 , X 3 , X 4, 为此用 Cl , C 2 , C 3, C 4 分别去乘四个方程并将结果相加. 
我们从三个齐次方程的方程组中找到= 1,2,3, 4) 的值 • 

这样得 到的町 的系数叫作 四阶行列式, 它可以仿照 （8) 由三阶行列式表出. 
经过对 x 2 , x 3 , x 4 的相同论证，我们找到类似于⑼的对 A 的公式.这一过程 
可以无限地进行下去.在数学中有广泛应用的数学归纳法原理（见 §7) 确保我们总 
会达到目的. 


习 题 

1. 如果用下列直观的符号法则来描述三阶行列式展开式中出现的乘积，就容易记住公 
式 ⑻了： 



对四阶行列式可找到类似的法则. 
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2. 证明在三阶行列式展开式中的六项不可能同时为正. 

3. 验证 


an 

CL12 

CL13 


an 

d21 

CL31 

CL21 

CL22 

d23 


CL12 

CL22 

CL32 

CL31 

d32 

CL33 


CL13 

CL23 

d33 



§5集合与映射 

在前两节中，我们遇到了各式各样的元素的集合，也遇到了集合之间的映射. 
例如给定的线性方程组的解的集合，或使每一个二阶矩阵对应于它的行列式的法则 
——都是某些形式概念的特例，了解形式概念（哪怕在直观的层面上）对今后的学 
习是非常有益的. 

1. 集合集合 指某些对象的总合，这些对象被称为 元素. 

含有有限个不同元素的集合可以用明确地列出全部元素的办法来描述，通常将 
这些元素写在花括号内.例如 {1,2, 4, 8} ——从1到10之间2的方幂的 集合. 我们 

总是用某个字母表中的大写字母表示集合，用同一个或另一个字母表中的小写字母 
表示它的元素. 

对于某些特殊重要的集合采用应当遵循的标准化记法.例如字母 N , Z , Q , R 分 
别表示正整数（自然数）的集合，全体整数的集合，有理数集和实数集. 

给定一个集合叉包含符号 a 表明 a 是 S 的一个元素；反之， 写 a 牟 S . 

如果蕴含关系 


V x , x e S ^ x 

成立，则称 S 是 T 的一个 子集， 并记作 SCT(S 包含在 T 中 )( 关于这一记法，请 
参考“给读者的建议” 一 节). 

如果两个集合^与 r 有相同的元素，则称它们重合（或相等)，用符号的形 
式写成： 


S = T ^ SCT , TcS 
( o 表示“当且仅当”或“双向蕴含”). 

不包含任何元素的集合叫作 空集, 记作0 ,根据定义，空集是任意集合的子集. 
如果 S C T ， 但 S # 0，且 S # T ， 则 S 叫作 T 的 真子集. 为了区分出子集 5 CT , 

常常指明只有 S 中的元素才具有的性质.例如 

{n G Z n = 2 m , m G Z } 


是全体偶整数的集合，而 


N = {n G Z |n > 0} 
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是自然数的集合. 

两个集合^与 r 的交集 是指集合 

5^7" = r x e S S . x e T 

而 并集 指集合 

5 uT = x e S ^ x e T 

交集^ n T 可能是 空集. 这时称^和 T 是 不相交的集合. 交和并的运算满足恒等式 

Rn ( S \ jT ) = ( RnS ) u ( RnT ), 

RU ( SHT ) = ( RUS ) n ( RUT ), 

\ 

我们将这些式子的验证留作习题.图5有助于得出简单的论证. 


图5 

两个集合 S 与 T 的 差集 S \ T 指属于 S 但不属于 T 的元素的全体.在这里一般 
不假设 T CS ，有时也写 S-T 代替 S\T. 

如果: T 是 S 的子集，也称 SVT 为: T 在 S 中的 补集. 设 i ? = ，则 RHT = 0, 

R^JT = S . 注意集合的运算交、并、补与逻辑连词“且”、“或”、“非”之间存在着对 
应关系. 

设是任意两个集合.任取 : c e X， y e 乙给定顺序的元素对 （ x ， y )， 叫作 

一个 有序对， 这时两个有序对 ( xi , yi ) = (^ 2 , 2 / 2 ), 当且仅当 $1 = $ 2 ， 2/1 = 2 / 2 . 

全体有序对 (x,y) 的集合： 

X xY = {{x,y)\x eX,y eY} 

叫作两个集合 X 和 F 的 笛卡儿积. 

例如设 M 是实 数集. 这时 笛卡儿平方 R 2 = M x R 就是在选定了坐标系的平 
面上点的笛卡儿坐标的集合.类似地，可以引出三个集合的笛卡儿积 Xi x X 2 x 
X 3 (= ( X ! x X 2 ) x X 3 - Xx x (X 2 x X 3 )) ，以及四个集合的笛卡儿积等等. 

当 Xi = X 2 = • • • = Xfc 时，简记作 




X fc = XxXx...xX 

并称之为集合 X 的 A : 次 笛卡儿方幂 . X * 的元素是长为 A : 的序列(或行)(^， x 2 ,... ，办). 
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为了区分集合 X x Y 和 XU Y ,我们来看 X 和 Y 都具有有限基数 (cardinality) 
的情况： 


这时 


X \ = CardX = n, Y — Cardy = m. 


\X xY \= n ^ m 1 \X UY \ = n + m - \X HY \. 

如果还不清楚，请从头细读有关的定义. 

2. 映射映射或 函数 的概念在数学中扮演着中心的角色.给定两个集合 X 
和 y , 以 x 为 定 义域, y 为值域的映射/将每个元素 x e x 都对应于一个元素 
f ( x ) GF , f ( x ) 亦可记作扣或 Zr . 当 X = Y 时，/也叫作集合 X 到自身的一个 
变换. 用符号表示映射时写作 / — Y 或 

所有形如 f(X) 的元素的集合叫作映射/的像： 

Im/ = { f ( x ) \ xeX }^ f ( X)cY 


(Im 取自 image (英文 )). 

集合 


f~ l {y) = {xex \ f ( x ) = y } 

叫 作元素 y € Y 的 原像. 更一般地：对于 c y , 令 

r 1 (Y 0 ) = { xeX \ f ( x ) eY 0 }= |J rHy). 

yev 0 

如果 y G Y\lmf , 则显然有 / -1 (2/) = 0. 

设 / X — Y 是一个映射，如果 lmf = Y , 则称/为 满射 ( surjective (法文 )） 或 
映上的；如果 x ^ x f 意味着/⑷# /( 〆 ),则称/为 单射 ( injective (法文 )). 最后，如 
果/ : 既是满射又是单射，则称 / 为 双射 ( bijective (法文 )） 或 一一 映射. 

两个映射相等 f = g , 指它们有相同的定义域和值域： 

x My , x 

并且 w e Xj ( x ) = g ( x ), 自 变量: C , 即元素 xgX 与其值 /⑷ e y 的对应通常借助 
于一个 短箭号 表示出 来 ：： c ^ f ( x ). 

例如设 / n 是第 n 个斐波那契数（见 §3). 则对应关系 n ^ fn 定义了一个 N-^N 
的映射，它既不是满射，也因为 A = / 2 显然不是单射.再如若 M + 是正实数的集 
合，则由同一个规则 X \-^ X 2 定义的映射 


f ： M —^ M ， Q \ M ■ — R +| J {0}, hi R + — R + 
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是彼此不同的：/既不满也不单，9是满射但不是单射，^是双射.由此看来，确 
定定义域和值域是定义一个映射（函数）的本质部分. 

将每一个元素 XGX 映到自身的映射^ : X — X 叫作 单位映射 (或 恒等映 
射) .如果 X 是 F 的 子集： XcF , 有时定义一个专门的包 含映射 J : X — F 是 

有益的， J 将任意元素 XGX 映到自身，但将后者看作是在集合 Y 中.映射/ : 
x — y 叫作映射^ — r 的收缩(或限制)，如果 x c X ', y c w ，且 w e x , 

/⑷= g { x ). Mg 叫作映射/的 扩张. 例如嵌入映射了： 是恒等映射％ : 

y — y 的 限制. 、 


我们也可以考虑多变元函数.集合 X 的笛卡儿方幂 X "的概念为我们提供了定 
义多变元函数/(^ 1 , ••- , x n ) 的可能性，其中 A G = 1，…， n ， 这个函数就是一 
般的映射/: 

设分： 


X 


Y . 了解此点是有益处的. 




V — W 是两个映射，由法则 


if ° 9){ u ) 


f(dH) 


定义的映射 


fog ： U-^W 

叫作9和/的 乘积(叠加或合成). 用下述 三角图 可以将/。9直观地描述出来: 

U - — - 



我们说这个图形 可换 (或是 变换 的)，即从 C / 到 w 的结果不依赖于从/。9直接 
得到或通过中间阶段 F 得到.注意合成的定义不是对任意映射/和9都适用的. 
在上述记法中，它们必须有一个公共的集合 V . 但是集合 X 到自身的两个映射的合 
成永远有意义 • 

今后我们用简写代替/ ◦ W 任取映射/: 我们有 

f^x = /, eyf = /• 

这一性质的验证是显然的.合成（乘积）的一个重要性质表述如下. 

定理 1映射的合成满足结合律.也就是说，如果 


是三个映射，则 

证明 直观地讲， 


h:U — V ， g ： V -^ W , f ： W-^T 

f ( gh ) = ( fg ) h . 

所有必要的论证包含在下 图中： 
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此处 a =如，/? = /义根据映射相等的定义，需要比较映射 f { gh ) : — T 和 

Ug ) h : [/ — 了在任意点从6[/的值.但按照映射合成的定义，我们有 

( f ( gh ))( u ) = f (( gh )( u )) = f ( g ( h ( u ))) = ( fg )( h ( u )) = (( fg ) h )( u ). □ 

一般来说，集合 X 的映射的合成是不交换的，即# g /. 这很容易从下例中 ， 
看到，设 X = { a ，6} 是两个元素的集合，令/⑷= 6, /⑻= a , = a , g ( b ) = a •另 

一个例子：设/和9都是集合 X 的 常值映射 ，即/⑷和 〆 : c ) 不依赖于: c 的选取. 
Mf ^9 意味着 fg^gf. 

某些映射有 逆 映射. 设/ : X -^ Y , g , Y -^ X 是两个映射，则合成映射匆 

和分/是确 定的. 如果/分=印，那么/叫作分的 左逆， 而分叫作/的 右逆. 当任意 

顺序的合成都是恒等映射 ，即： 


f9 = ey, gf = e x (1) 

时，则称 g 为 f 热 双边逆 (或简称 逆 )( 而/也叫作0的逆)，并记作 r 1 . 这样， 

f{u) = V ^ = U. 

假设还存在着另一个映射 〆 ： Y X ,使得 

• ♦ 

♦ 

fd f = ey, g’f = e x , (1’) 

则根据等式（1)，(10和定理1，我们得到 

g ’ = e xg ’ = {9 f )9 f = g ( fg ’） = ge Y = g . ^ 


所以 / 的双边逆一旦存在，必定是唯一的.这也证实了符号/- 1 的含意是明确的. 

定理2映射 — Y 有逆，当且仅当/是 双射. 

证明 定理的证明依赖于下述引理，引理自身也是有趣的. 

引理设 

f:X — Y , g：Y -^X 

是任意两个映射，如果= ex , 则/是单的，而9是满的. 

证明 事实上，设 x ，/ GX ， 且/ ㈤ 二/ ㈡ .则 


x = e x(x) = (gf){x) = g(f(x))= g(f(x’) ） = ( 分 /)(〆 ） =e x (x’ ） =〆. 
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因此/是 单射. 如果给出 X 的任意元素 o ;， 则 


x = e x ( x ) = ( gf )( x ) = g ( f ( x )), 

这就证明了 g 是满 射. 口 

回到定理 2 , 先设 / 有逆映射 g = f - 1 • 则等式⑴和引理给出了 /的满单性. 
换言之，/是 双射. 反过来，设/是一个双射，则任取 yeF ， 可以求出唯一的元 
素 a ； e X ，使得/ ㈤ = y .令 g ( y ) = x , 我们就定义了一个映射化 F -> X ，且 g 满足 
性质 （1). 这就意味着/一 1 =夕. □ 

推论从双射得到一个双射 /- \且 


( r 1 )— 1 = /. ( 2 ) 

设/:义—乙&^ — /都是双射，则合成映射 / i / 也是双射，并且 


{ gf )- 1 = r 1 ^ 1 . (3) 

证明 根据定理 2 ，/的双射性导出了 /- 1 的存在性.将条件⑴写成形式 ff - 1 = 
ey , f - 1 卜 ex , 它的对称性给出了等式 （2). 再根据定理2,广 1 也是双射.其次，由 
推论的条件和定理2,存在着映射 

/- 1 ： r -> X, h-^.Z-^Y 


及其合成 


由等式 


j- x hr x ,z-^x. 


々/)(/— M _1 ) = (( h ^ f -^ h - 1 = ( hiff - 1 ))^ 1 = hh - 1 = e z , 
( f -^ Xhf ) = f -^( h - Hhf )) = = f~ 1 f = e x , 


可以得到， f 、- 1 是 fh 的逆 映射. 口 

由法则 a ( n ) =n + l 定义的映射 a : N -> N 是单射而不是满射，因为第一个元 
素1不属于 Ima . 有趣的是对于有限集合，类似情况不会出现. 

定理 3如果 X 是有限集，且变换 — X 是单射，则/是 双射. 

证明 我们仅需指出/是满的，即对任意元素 xeX , 找到，使得 f ( x f ) = x . 
令 

产⑷ = /(/••• (/ ㈤ ）… ）= f ( f k -\ x )\ A : = 0,1,2,… 


由于 X 的有限性，在这一序列中必有重复的元素•设 f m ( x ) = f n ( x),m > n .若 
n > 0,由等式/(尸- 1 ⑷）=/(尸- 1 ㈤ ）和/的单射性，得到尸-%) = r ~\ x ). 
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重复地消去/，经过足够多次，我们得到等式 

/ m - n ( a ;) = f °( x ) = e ( x ) = x . 

这时取 a ;’ = / m - n -1 ( a ;) ,则 f ( x ’) = x . □ 

易见，有限集合到自身的一个满变换也是双射. 

下面对基数谈几句.认为两个集合有相同的基数，当且仅当存在着双射 
y ， 与 N (或 Z ) 基数相同的集合叫作 可数集. 

习 题 

1. 设 D = {+, -, ++, +— , -+, -- , +++,… } 是加号和减号的有限序列的集合， 而 — 
Q 是一个变换，将元素 o ； = U 1 U 2 ' ' 'OJn G 0对应到 a / = 0)10)10)2(^2 - - • , 其中若 CJfc = + , 
则 , 若叫 =_ ，则 w = +• 证明在 f [ fu ) 的长度 > 4的任意区间内包含++或 一-. 

2. 由法则 n -> n 2 给出的映射 — N 有右逆吗？ 给出 f 的两个左逆. 

3. 设/: X — Y 是一个映射，且 S , T 都是 X 的子集. 

证明 

f(S UT ) = f ( S)U /( T ), f(S n T ) C f ( S)n f ( T ). 

试举一例，说明后一个式子中的包含关系 一 般来说不能换成相等 关系. 

4. 集合 S 的全体子集的集合记作 


V ( S ) = { T\T C S }. 

例如若 S = { si , S 2, …， s n } 是 n 个元素的有限集，则 V ( S ) 由空集 0, n 个单元集 { si }, {的},…， 
{ s n }, n(n — 2)/2 个二元集 {&, Sj }, 1 ^ i < j ^ n , 等等，直到全集 T = S 组成. 集合 V ( S ) 的 
基数是多少？ 

5. 设/: X — Y 是一个映射，且设对某个元素 aeX,b = f ( a ). 原像 

厂 1 W = / _1 (/ W ) = { x \ f { x ) = f ( a )} 

叫作元素6 G Imf 上的 纤维. 证明集合 X 是互不相交的纤维的并（也就是说，给出了 X 的一个 
划分). 

注意：符号 r \ b ) 不能联想到逆映射，后者可能并不存在. 

6. 证明有限个可数集的笛卡儿积也是可数集. 

7. 符号 SAT 表示两个集合 S 与 T 的 对称差 5 AT = { S \ T ) U ( T \ S ) (见图 6). 证明 

= ( SuTApnT ). 


S T 



SAT 


图 6 
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§6等价关系.商映射 

在§ 3 中引入的线性方程组的等价性，以及我们不自觉地在逻辑学，在日常生活 
等各个方面使用的各种形态的等价性使人们想到应该一般地定义这一概念. 

1. 二元关系 设 X， y 是任意两个集合，任意子集 wcXxy 叫作 X 与 y 之 
间的一个 二元关系 •(若 x = y ,则简称为 x 上的一个二元关系 .） 有序对 ( x , y ) euj , 
用记号⑽ y 表示，并称 z 与 y 有关系 o ;. 这种记法是方便的，例如实数集 R 中的顺 
序 < 是 R 上的一个二元关系，由实平面 R 2 上位于直线 x-y = 0 上方的点组成（见 
图 7); 用通常的不等式 x < y 代替了繁琐的包含号 ( x , y ) euj . 



图7 


每一个函数 /;x — y 都对应于它的图像，也就是子集 

r (/) = {( x , y)\x ex,y = f ( x )} CX xY , 

这是 X 与 y 之间的一个二元 关系. 研究函数 R — R 在 R 2 上的图像是数学分析的 
内容.显然，并非每一个二元关系都可以作为某个映射的图像.二元关系 

t 

成为某个映射的图像的充要条件在于，任取刚好有一个元素 y 使得 xu ; y . 事 
实上，给定 XX 和图像 r (/)， 可以重建映射 /. 

2. 等价关系 集合 X 上的二元关系〜叫作 等价关系， 若任取 x , x , , x ,f ex , 
满足关系： 

i ) a ; 〜 a : (反身性)； 

ii ) a ; 〜 a / a / 〜 a ; (对称性)； 

iii ) x 〜 x ’, x ’ 〜 X ” 4 x 〜 X ” (传递性). 

元素 a ， & G X 不具有等价关系记作 a oo 6. 

与给定元素 a ; 等价的所有元素的子集 

x = { x f e X \ x f 〜 a ;} d 

叫作包含 a ； 的 等价类. 由于 a ; 〜 a ; (见⑴)，故确有 x e x . 任意元素 x f e x 都叫作 

类无的 代表元. 
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下述论断成立. 

命题 由关系〜 确定的等价类的集合是集合 x 的一个划分，即 x 是这些子集 
的 不交并（记作 7 T 〜( X )). 

证明 事实上， xex , 所以； 5 ： = u xeX x . 现在如果 f n / 0 且 a ； e f n W , 
则 o ； 〜 / 且 0； 〜 0；〃 ，由传递性 （ iii )， 有 〆 〜 y ， 以及 W =扩 ，这就意味着不同的 
等价类互不相交. 口 

设 n = R 2 是带有直角坐标系的实平面. 

将两点 P，〆e n 属于同一条水平直线取作性质〜，我们显然得到了一个等价关 
系，它的等价类是水平直线（见图 8). 

形如即 = p > 0的双曲线。定义了区域 n + 上的一个等价关系，其中 
n + C n ， 由点 P(x,y), x>0,y>0 组成（见图 9). 这些几何例子直观地说明了下 

述逆命题成立. 



命题如果 7 T ( X ) 是将集合 X 分成不相交子集 Cz 的一个划分，则 Cz 是由某 
一等价关系〜确定的等价类. 

证明 事实上，根据条件，每个元素仅被包含在一个子集 c a 中.定义 

X 〜 X ， 当且仅当0；与 〆 属于同一个子集 C a . 显然，这个关系是反身，对称，且传递 

的，即〜是一个等价关系.进一步根据定义， xeC a ^x = C a . 所以 1 T ( X )= 7 T 〜( X ). 

□ 

3. 商映射 由于上述给出的集合 X 的等价关系与划分之间的 一一 对应，对应 
于等价关系〜的划分通常记作 X /〜，并称之为 X 关于〜的商集(或由关系〜确定 
的商集).满射 

P ： X p(x) = X (1) 

叫作 X 到商集 X /〜上的 自然映射 (或 典范投影). 

设 X ， y 是两个集合，且/: X -> y 是一个 映射. 二元关系0；/ : 

VX, x f e X , xufx' ^ f ( x ) = f ( x f ) 

显然是反身的 ( f ( x ) = f ( x ) ), 对称的 = f ( x ) => f ( x ) = /( 〆 ））， 并且还是传递 
的 ( f ( x ) = /( 〆 ） 和 f ( x f ) = f ( x ff ) => f ( x ) = f { x fl )). 这样 w 是 X 上的一个等价关 


等价 关系. 商映射 
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系. 对应的等价类5就是在§5习题5意义下的纤维（原像).换言之 

^ = {a/|/(a/) = /(a;)}. 


映射 /： X -> F 诱导出一个映射/: X / uj f ^ Y , 由法则 

/⑻=/⑷， 


或 

fp(x) = f(x) (2) 

给出，此处 P 是⑴式中给出的自然映射.由于 


X = X f f(x) = f(x f ), 

所以给定/，关系式⑶不依赖于类$ 中 代表元0；的 选取. 这时我们说/的定义是 

合理的 (或 良定义的). 交换图 



直观地描述了一个 分解式 

f = I 'P (3) 

映射/写成了一个满射 p 与一个单射/的乘积 • /的单性由下式给出 

= f (^l) = /(^2) ^1 = ^2* 

显然/的满性等价于/的 满性. 我们指出，如果尸: X / Lu f -> Y 是满足条件 （3) : 
尸 • P = /的另一个映射，则由 

f(^) = f(p(x)) = (fp)(x) = f{x) = f(x) 

(见公式 （ 2 )) 得到等式尸 = /• 因而上述三角交换图中给出的映射/是唯一确 定的. 

4. 序集 一个 有序集 或集合 X 上的一个序）指 X 上的 一个二元关系 <， 满 
足反身性( X 彡 x ), 反对称性(若 x 彡 y 且 y < X ，则 a ; = y ) 和 传递性(若 K y，y G ， 
Mx^z ). 当 a ; 彡 y 且 x / y 时，记作 x < y . x^y 也可以用记号 y^x 表示. 一 
对元素 A〆G X 可能没有 < 关系. 但是如果对于 X 的每一对元素都有 a ; < 〆 或 
/彡％则称 X 为 线性序集或全 序集. 在一般情况下，称 X 上有一个 偏序. 
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给出偏序集的两个例子.集合 S 的子集的集合 PCS ) (见§5习题 4 )连同通常的 
子集之间的包含关系 RCT 是一个偏 序集. 而自然数集 N 连同关系 d\n(n 被 d 整 

除）也是一个偏序集. 

设 X 是一个偏序集， T 和 y 是 X 的元素.称 y 紧跟 (或 覆盖 >，如果 T < y ， 且 
不存在元素％,使得 a; < z < %在 CardX < oo 的情况下， a; < y ( 即 x 与 y 是可比 
的）当且仅当可以找到一个元素列$ = xi , x 2 ,- - , x n - i , x n = y , 其中 x i + i 紧跟. 
紧跟的概念可以用于绘制有限偏序集的平 面图. 用点表示集合 X 的元素.若2/紧跟 
%则把 y 放在高于 T 的位置上，并将 T 与 y 用直线段连接起来. y 与 X 的可比性 
表现为连接 y 和 T 的一条下降的折线，这样的折线可能同时有几条， X 与 y 是不可 

比的则没有折线连接. 

在图10的前两个图中描述了自然序数的“线段”以及集合 P ({ a ，6， C })( N 是自 
然的线性序集，而 P 0?) 的序已在上面给出). 

{ a f b f c } 



0 


图10 

一个偏序集 X 的 最大元 指元素 nex , 使得任取 T e X ，都有 0 ； < n ， 而极大 
元 指元素 m e X , 使得从 m x e X 可得 x = m. 最大元永远是极大的，但反之不 
真.极大元可以有很多个，但最大元如果存在的话，必定是唯一确定的.相应地可 
以定义 最小元和极小元. 在图10中，左边的两个图有最大元和最小元，右边的图 

有三个极大元（一个最小元)，但没有最大元 • 

偏序代数系统的理论（布尔代数，格论）充满了丰富的结果并在代数学中占有重 
要地位，但我们不可能去涉 及它. 本段的目的仅在于使读者认识自然的二元关系并 
提供图解，它将有助于理解在群当中子群或者域当中子域的相互 位置. 

习 题 

1. 设 R 2 / 〜是图8中给出的商集， Z 是与 OX 轴相交的任意直线，试给出 M 2 / 〜的元素与 
I 的点之间的 对应. 

2. 令实坐标平面 R 2 上的两点 P (： r , 2 /) 〜 POi /， 〆 )， 当且仅当 - x e Z I y - y f e Z . 证明 
〜是等价关系，且商集可以几何地表示为环面（例如小面包圈的表面，见图 11) 上的 点集. 

3. 证明2元、3元和4元集分别有2,5和15个不同的商集. 


§7 数学归纳法原理 .31. 



图11 

4 •设〜 是集合 X 上的一个等价关系，且是一个映射，使得 

:r r’ 4 f(x) = f(x) 

证明 / 与〜的这一相容性条件（比第2段讨论的条件要弱）允许我们定义一个从 X / 〜到 Y 

的诱导映射 h / Or ) ， 它给出了分解式 / = /. p , 但/不一定是单射./成为单射的条件 
是什么？ 

5. 画出下述偏序集的图解- • 

1 ) P({a,6,c,d })； 

2) 整数24的全体因子的集合（偏序关系由整除给 出). 

§7数学归纳法原理 

假设读者对全体自 然数 (或 正整数） 的集合 N = {1，2,3,… } 了解得很清楚.事 

实上，研究集合 N 的出发点是皮亚诺公理（皮亚诺，1858— 1932). 从皮亚诺公理可 

以推导出自然数集，更精确地，非负整数集中加法和乘法的性质以及线性序（见§6 

第 4 段).特别是证明了一个直观而清晰的 论断： 每一个非空集合 5 CN 都有最小 

元， 即存在一个自然数 se &它小于 S 中 的所有 的数. 根据皮亚诺公理得到的这一 
论断推导出下述 

归纳法原理 假设对每一个 neN ,我们有某一命题 M ( n ). 又假设我们有一个 
法则，对于任意给定的 Z ，只要 M ( k ) 对所有的 A : < Z 真就可以证明 M (0 真，特别 
指出，我们能够验证 M ⑴真. 

则对任意的 n e N ， M ( n ) 真. 

事实上，设子集 


S = { s \ seN , M ( s ) 不真 }cN 

不是一个 空集. 按照上述讨论， S 包含有一个最小元 s G . 这时论断 M ( s 0 ) 不真，而 
对任意的 s < so ， M ⑷真. 这就和我们在假设条件下能够证明 M ( s 0 ) 真矛盾. 

此处我们不能对数学归纳法原理进行全面的 讨论. 而仅局限于指出它反映了自 
然数列的本质，对自然数列的认识不能再归结到本质上更简单的事实了.再次将注 
意力转到归 纳法. “完全归纳法证明”必不可少的一步是 归纳的基础， 即性质或命题 
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对某些不太大的 n 成立.缺少这一验证，就可能推出类似于“所有的学生都一样高” 
的随意性命题.论证如下.空集和一个学生的集合具有这一 性质. 给出归纳假设， 
即任意学生数< n 的集合具有这一 性质. 则在 （ n + 1) 个学生的集合中，根据归纳 
假设，前 n 个学生和后 n 个学生的身高相同.这两个集合有一个有 n - 1个身高相 
同的学生的 子集. 因此所有的 n + 1 个学生身高 相同. 事实上，第一步有意义的论断 
应当对任意两个学生的集合给出，而它恰好是不 对的. 归纳的基础取多长才够呢？ 
一般来说，这件事从证明中就可以清楚地看 出来. 在我们这个初等例子中，重要的 
条件是两个集合的交不空，即不等式 n -1^1 成立，从而 n 彡 2 . 

在更复杂的情况下，特别是当我们借助递推关系用归纳法定义或构造一个对象 
时，必须对归纳基础格外关心 . 例如脚标可以被5整除的斐波那契数 / 5 m (见§ 3 ,例 2 , 
此处 m 彡 1) 可以由等式/ 5 = 5及其递推关系 / 5 ( m + i ) - 5/ 5 m + i +3/ 5 m 导出，首先得 
到的是归纳基础.另一方面，也不能陷入另一个极端：对充分长的自然数列1 < A : < Z 
中的一切验证 M ( k ) 的正确性，然后作出没有根据的结论，对一切 n e N , M ( n ) 

真（称这一作法为 不完全归纳法) • 

在这里给出两个令人不愉快的例子. 

例 1费马猜想，所有形如凡= 2 2 " + 1的 费马数 都是素数，此处 n = 0,1， 2 ,… . 
前5个费马数是 素数. 但欧拉找 到了丹 的一个分解式： F 5 = 4294967297 = 
641 • 6700417 . 人们执拗地企图在最新式计算机的帮助下找到哪怕一个新的费马素 
数，但直到现在也没有成功.这一方向的最新“成果”是验证了巧945可以被5*2 1947 +1 
整除. 

例 2观察当 n = 1，2,…，40时，形如 n 2 - n + 41的数（这是欧拉研究的一 
个多项式)，人们可能会猜想这个多项式对任意 n 都得到素数(关于素数见§ 9 ).但是 

41 2 -41 + 41 = 41 2 . 

这种类型的例子要多少有多少. 

在用归纳法研究问题时，有时最重要的事情是，使所证的论断具有恰当的形式. 
假设要求和式 


p fc ( n ) = l fe + 2 fc + 3 fc + • • • + (n - l) fc + n fc , fc -1,2,3. 

如果告诉我们，答案包含在下述表达式中，问题就大大简化了 



n(n + 1) 
^2 


P 2 ⑻= 


n(n + l )(2 n + 1) 

2 


P 3 ⑻= 


n(n + 1) 
^ 2 ~~ 


幂和 Pk ( n ) 的一般形式将联系到多项式的根再一次进行讨论（见第6章)，此刻 
我们指出，在§3第5段中遇到的公式 r ( n ) 有下述形式 

r ( n ) = n(n — !) + ••• + k(k _ 1) + • • • + 1(1 _ 1) 



^2k 2 -^2k = p 2 (n) 


Pi ⑻ 
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(今后将会经常用到求和号基于上述 p 2 ㈨ 和 pi ( n ) 的表达式，我们得到 r ( n ) = 
( n 3 - n )/3 . 显然这一结果可以直接对 r ( n ) 作归纳论证得到. 

如果说想出 Pi ( n ) 的形式不太困难，那么想出 p 2 ( n ), p 3 ( n ) 的形式就没那么平 


凡了，而关系式 


P5 + P7 = 2 



n(n + 1) 
~~2 



2 


一 般需要按照某种确定的步骤寻找.目前这样的步骤是能够给出的，但我们在这里 
不考 虑它. 而证明上述已经给出的对应关系，只需要直接计算从 n 到 n + 1的一步 
归纳.我们把它留给读者作为有益的练习. 

恰好在这一练习中用到下述 二项式公式 


(a + b) n = a n 



n 


1 


a 


n—l 




n 


k 


a 


n— 


k b k + ... +b n 


⑴ 


此处 a 和 & 是任意数，而单项式的 二项式系数 I J 形如 

f n \ — n(n _ • • • (ri — fc + 1) 

\ k J k\{n — k)\ — 1 ). • • 2, 1 ’ 


( 2 ) 


这里 n ! = n(n - 1) … 2.1( n 的阶 乘). 其值快速增长，例如6! = 720,10! = 3628800,而 
100! > 10 150 . 对公式⑶进行补充，允许0! = 1以及当 fc <0 时€ = 1= 0是有益 
处的.我们还要指出， 




当 n = 1，2时，公式 （1) 显然成立，我们对 n 作归纳.假设公式对所有< n 的 
数成立，用 a + 6 去乘⑴式的两端，我们有 

(a + 6) n+1 - (a + 6) n (a + 6) 


n 


a n (a + 6) + .--+ ( J a n - fc 6 fc (a + 6) + .-. + 6 n (a + 6) 

k 


a 


n+1 + a n 6 + • 




+ 


n 


k 


1 


a 


xi+2 — k 一 1 


n 



k 


— k 


n 

+ I I cl 


n 


+i — + 


n 


a 


n— + . . . + afe n + b n+l 


•34 - 


第 1 章代数的起源 


合并同类项，单项式 a n +1 - k b k 的系数为 


n 


k 


+ 


n 


k 


n \ 


n \ 


l)!(n — fc + 1)! 


n \ 




k\(n 


k )\ 



l)!(n 

n \ 


k)\ 


l)!(n — fc )! 



(n + 1)! 


k\(n + 1 


k)l 


■■■ + — 

n — fc + 1 k 

n + 


k(n — k 
n + 

k 




即恰好对形如 （2) 的二项式系数的上指标增加 1. 这就证明了公式对一切 nEN 
成立. 


如果写成 


(a + b) n 




(cl + 6)((2 + 6 ) 


(a + 6)， 


给右边的因子从1到 n 编号，并考察所有的编号为 


1 < h < h < • • • < h < n 

的子集，它们与乘积中的单项式 a n ~ k b k 相符，所以我们断言，^ $恰为 n 元集 
中所有 fc 元子集的个数.比较老式的术语是从 n 个元素中每次取 A : 个元素的组合数 






这是一种本质上的表述. 

特别地，集合 P ({ h ，• • _，、})(见§5习题 4) 的基数等于 



在公式⑴中令 a = b = l , 我们得到 



于是， 


Card V ({ si , « 2 , • • • ， s n }) = 2 n . 


§ r 数学归纳法原理 
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二项式系数在初等组合论中几乎是必不可少的.下面是一个直观的几何例子. 
例（美国数学月刊， l 9 77， V .8 4 ， No .6) 给定圆周上任意 n 个点，确定由^ ^ 

条弦划分的圆内的区 域数丑 n . 此处假设任意三条弦在圆内不相交（见图 12). 这是 


一个著名的问题. 



当 n = 1,2,3,4,5时的结果使人们想到= 2- 1 ,但事实上，正确的公式为 

丑几=1+卜）+卜）.试证 明之. 



重归纳 原理. 设任取自然数 m 和 n ， 有某一命题 F ( m , n ), 并且： 

i ) F ( m ， l ) 和 F ( l , n ) 对所有的 m , n 真； 

ii ) 如果 — U ) 和 Y ( k , Z — 1) 真，则 Y ( k , l ) 亦真. 

(这就等价 于说： 

ii ； ) 如果对一切满足 kWW + 1 ， <k + l 的数对真，则 
Y ( k , l ) 亦真 •） 

那么命题 Y ( m , n ) 对所有的自然数 m 和 n 都真. 


习 


题 


1.令 


咖) 

c ( n ) 






sirup + sin 2</? + …+ sin rup , 
cos(p + cos 2 (p H - + cos rup 


对 n 作归纳证明公式 


s ( n ) = sin ( np /2) sin((n + 1)^/2) c ( n ) _ sin ( n <^/2) cos((n + l ) ip / 2 ) 


sin ( y ?/2) 


sin (</?/2) 


2. 下述公式 成立: 


w V 

a ) y^cot 


2 


kn 


n ( 2 n — 1) 


k=l 


2 n + 1 


3 


b)E 


2 k 


k=0 



2 n — 2 k 

k 


4 n 
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至少在 n < 5时，验证它们的正确性. 

§8置换 


1. 置换的标准记法我们来进一步讨论§5提出的关于有限集 一一 变换的几个 
问题.一些重要的代数概念就是在这二基础上自然产生的. 

令 D 是 n 元有限集.由于元素的性质对于我们来说是非本质的，为方便起见， 
不妨设 D = {1，2, • • • n }. 由 D D 的全体 一一 变换组成的集合记作 S n =S(n) , 其元 

素通常用小写希腊字母表示，称为置换.仅对恒等映射 e =如保留用拉丁字母 .. 

用展开和直观的方式将任意置换 7 T: 〗 H i = 1 , 2 ,... ,n , 表示成下述形式： 

,=( 12 ••• n V 

它完全指明了所有的像： 





名 n ， 


其中4 = 7 r ( k ), A : = 1，2, •…， n ， 是符号1，2, • • • ， n 的一个 排列. 

设置换 a,r G S n , 它们的乘法对应于映射合成的一般法则: 


例如对于置换 

V 



㈣ ⑷= a ( r ( i )). 


我们有 

12 3 4 

12 3 4 
14 3 2 

14 3 2 




所以 CTT # T(J. 

按照§5的结果，置换的乘法满足下述规律. 
i ) 乘法是结合的：对任意 a ,/ 3 ,j e 5 n , ( a /?)7 = 



§8 置换 
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ii ) S n 有单位元 e : 对任意 tt e S n ，ire = 7 r = eir . 

iii ) 每一个元素 7 reS n 都有逆元 TT - 1 : 7 T 7 T - 1 = e = T ^ TT . 

这三条性质，补上我们暂且不谈的一般法则（见第 4 章)，给出了称为群的根 
据.准确地说， 集合& 连同其元素的自然乘法运算（置换的合成)，叫作 n 元对称 
群 (或 n 个符号的对称群 ，或 n 个点的对称群). 对于我们来说，眼下不过是术语上的 
约定，它将重点从集合&转向了同样重要的置换的乘法性质，即转 向&中 元素的 
合成可能表现出来的 性质. 对称群是群的一般理论和 170 多年前伽罗瓦理论的 
源头，而且大量的数学思想正是与它相联系才得以产生. 

注记 如果将术语置换当作数字 1,2,-.., n 按照某种顺序摆放的代名词，的 
元素有时也称为 排列 (noncTaHOBKa ). 因为 n 元有序数列与5^的元素之间存在 

着 一一 对应，而 “ 置换” 一 词比固定的序列使人更快地联想到运算，所以排列一词就 

不再使用了，我们后面还会谈到，例如将数代 入①多 项式，但是它仅作为所指含义 
的另外规定. 

如果还需要更多的出处，至少可以在 a ) 科学 文献； b)n. C. 亚历山大罗夫的 
教科书《解析几何讲义》 (HayKa (科学出版社)， 1968 , c 767) 中找到. 

我们来计算群&的阶|&|.符号1在置换 a 的作用下变成了符号 a ( l )， a ( l ) 有 
n 种不同的取法，确定了 a ( l )， a (2) 只能从剩下的 n - 1个符号中去取（所以不同的 
对 ( a ( l ), a (2)) 共计有 (n — 1) + (n — 1) + …+ (n — 1) 二 n(n — 1) 个)，而 a (3) 只能从 

n - 2 个符号中取 等等. a ( l )， a (2), • • • , a ( n ) 的所有可能的选择，也就是所有不同的 
置 换共计 n ( n — l )...2 ，l = n ! 个. 所以 

Card S n = |5 n | = n ! 

2. 置换的循环结构 我们现在将&中的置换分解为更简单的置换的乘积.先 
用上例中的置换 a,r G 5 4 , 能过图表（图 13) 说明分解的思路. 



图13 


置换 a 叫作一 个长为 4 的循环 ，简单地写成 a = (1 2 3 4)，或 

a =(2 3 4 1) = (3 4 1 2) = (4 1 2 3), 


而置换 


t = (1 4) (2 3) 


①作者这样说是因为在俄文中代入与排列是同一个词. 


译者注. 
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是两个 无关的(不相交的） 长为 2 的循环 （1 4 )和 （ 2 3 ) 的 乘积. 我们指出 

a 2 = (1 3 ) (2 4 ), a 4 = ( a 2 ) 2 二 e,T 2 = e . 


现在设 tt 是&中的任意置换.其方幂 f 归纳地定义如下(见§5定理3的证 


明）： 


这时显然有 


7T(7T 


-1 



若 s > 0, 


7 T 


A 


若 S 




0 , 


7 T 


-1 


(( 0 (—)), 若 s < 0 . 


= 7 r s+t 



s,t E Z 


(当 s 与*同号时，顺序添上 7 T 或 7 T - 1 ，当 S 与*异号时，用 e 代替 TTTT - 1 ,^- 1 ^ ). 
因为10 < 00 ,所以对于每一个置换 7 TG 5 n ,可以找到唯一确定的自然数9 = g (7 T ) , 
使得全部不同的方幂包含在集合 〈 tt 〉 = { e ，7 T ， …， M - 1 } 中，且# = 6. 该数 q 叫作 
置换 7 T 的阶.这样，上述置换 a 和 T 分别有阶 4 和 2 . 

称两个点 j en 为 7 T 等价的, 若存在某个 5 GZ , 使得 j = 7 T S ⑷.因为 


i = ir Q [ i),j = 7 r s ( i ) => i = 7 T ~ s ( j),j = n s ( i)，k = 7 r t ( j ) ^ k = 7 r s + t ( z ), 

我们显然得到了 D 上的一个关系，它具有反身、对称、传递性（见§6第2段)•基于 
等价关系的一般性质，我们有 


q = u • • • u (l) 

集合^划分成了两两不相交的类…，，这些类被直观地称为 7 T 轨道. 这一名 
称是完全有根据的：因为每一个点 i e D 恰属于一个轨道，并且如果 i e Dfc ， 则 

由元素 7 T 的方幂作用在点 < 上的像组成： i ， 7 T ( i ), 7 T 2 ( i ), … , 7 T / fc - 1 ( z ) ,此处 Zfc = 

是 7 T 轨道的长度.显然 

h Q = Card 〈 7r 〉， n lk (i) = i, 


并且 k 是具有这些性质的最小数.令 






(i 7 r ( i ) ••• n lk ~ 2 ( i ) 

( 7 r ( i ) 7 T 2 ⑷… 7 T lk ~ 1 ( i ) 



我们得到了一个置换，叫作 长为 h 的循环. 

将循环写成 （1 2 3 … Z ) 或（1，2,3,…， Z ) 是有趣和方 便的. 

循环 M 使集合 n\n k 中所有的点保持不变，而任取点 j G 仏， 7 T ( j ) = TTfc ( j ) 这 
一性质给我们提供了称两个循环 n s ， n t ,s 妾 t, 是 无关的或不相交的 这一说法的依 

据.因为任取 < G Dfc , 7T l k k (i) = i , 所以 = e . 
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这样，公式 （1) 的划分对应于置换 7 T 到乘积的分解 


7T = 7T17T2 • • • 7Tp ， (2) 

其中任意两个循环都是可换序的： 7 T = 7^ 2 … 7 T p = … 7 Tl p . 可以假定 Zi 彡 

^2 ^ * • • > > ^ m +1 — — Ip = 

如果循环％ = ( i ) 的长度是1,那么它事实上是恒等置换.这样的循环自然可在 
乘积 （2) 中 省略： 

7T = 7T17T2 • . • 7T m , Zfc > 1 ， 1 ^ k ^ TTl . (3) 

例如我们可以将置换 

,12345678、 ^ 

^ = G Ss 

\23451768 y 

写成 

7 T = (1 2 3 4 5)(6 7)(8) = (1 2 3 4 5)(6 7). (4) 

对任意 n 彡7，(1 2 3 4 5)(6 7) 可以看成的置换，这是上述记号的不便之处， 
可是一旦 n 确定下来，这种不确定性就不存在了. 

更精确地，假设我们还有形如 （3) 式的另一种分解 7 r = a \ a 2 • • • a r ，它也是不相 
交循环的乘积，并设符号《在 7 T 的作用下改变.这时存在 7 T 1, ••- ,7 T m 中的一个（且 
仅有一个）循环％ ,使得 7 T s ( z ) ^ i ,同时，存在 a l5 ... , a r 中的一个循环 a t ,使得 

我们有 7 r s { i ) = n { i ) = a t { i ). 如果我们已经知道 

^8 (0 =冗= 4(0, ⑸ 

那么将置换 7 T 作用于这一等式，并运用 7 T 与4和4的交换性，我们得到 

7 T 7 Tg ( z ) = 7 T k +1 ( i ) = ira ^ ( i ), 

因而 7 I ^7 T (<) = 7 T k +1 ( i ) = a ^7 r ( i ), 最后， 

4 +1 W = 7 T k +1 ( i ) = o ^ +1 ( i ). 

这就是说，等式⑹对任意 A : = 0,1,2,…成立.但循环是被它的方幂在任意一个发 
生改变的符号上的作用唯一确定的.因而 7 T S = a t . 然后再对 m 或 r 用归纳法. 

于是我们证明了 

定理1 &中 的每一个置换 7 T 都是长度彡2、不相交的循环的乘积.这一 

分解式精确到循环的顺序是唯一确定的. 

将注意力转到长为2的循环. 
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定义 长为2的循环叫作 对换. 

任意对换的形状为 7 T =( ij ), 它不改变所有异于 j 的符号.从定理1得到 

推论 每一个置换 7 T e S n 都是对换的乘积. 

证明 事实上，循环可以写成对换的乘积，例如 

(1 2 … 1-1 I ) = (1 1)(1 Z -1)... (13)(12). 

而定理1保证了任意置换可写成对换的乘积. 口 

对定理1及其推论中的公式说明如下.从循环^ =(《1 • - k-i k ) 的定义 

得出 

il ^ ^ 2 , ^2 ^ ^ 3 ? •… ， H-1 ^ ^ ^1 

和 

j B j，j e 

如果我们将 a 写成 a = (i 2 iyh h ), 即对包含在 a 中的号码循环移位，则任何 
事情都没有改变.这样，定理1的唯一性是一个本质的特性.另一方面，在推论中 
将置换写成对换的乘积是没有这种唯一性的.令 

a = (h 七2 h … k-l h) = (<1 h)(<l 勿-1)… (<1 <3)(<1 <2)， 

^ — (^2 七3… k -1 h h ) = (^2 h )(^2 k ){^2 H - l ) * * * (^2 ^3) - 

置换 a 的两种写法包含相同个数 Z - 1 个的不同的对换（仅仅 h i 2 ) = (i 2 h )). 此 
外，这些对换不是可交换的，而它们的个数也不是一成不变的.例如在 s 4 中 

(1 2 3) = (1 3)(1 2) = (2 3)(1 3) = (1 3)(2 4)(1 2)(1 4). 

3. 置换的符号 给出下述重要 定理： 

定理2设77是&中的一个置换，将 7 T 分解成对换的 乘积： 

w = 丁 1 丁 2… 丁 k, ( 6 ) 


称 

£ 7T = (-1产 ⑺ 

为 7 T 的符号（亦称符号差或奇偶性)，它由置换 7 T 唯一确定并不依赖于 （6) 式的分解 
方法，即对于给定的 tt ,整数 A : 给出的奇偶性永远是唯一的.此外任取 a ，/? eS n , 


^ot(3 = ^a^/3* 

证明 1) 设除 （6) 式外，我们还有一个分解 

7 T = T { H ,, 


⑻ 


( 6 ，) 



并且数 k 与 k ， 是不同的.定理的结论等价于说，整数 A : + V 是一个偶数.因为 

( r D 2 =6,且⑹与 （6’） 给出 丁\丁2…丁 k =八丁丨2 …丁 1，用 T lc ， ,… i r 2^ r l 从右侧顺序去 

乘这一等式的两边，我们得到 7^7-2 • • . TfcT (, . - - = C . 我们的问题可以归结成：设 

e = cricr 2 - - - cr m _ icr m , m > 0, (9) 

是单位置换到对换乘积的一个分解.则 m 是一个偶数. 

这个目的可以用下述方法实现：将 e 的表达式⑼转化成 m- 2个对换的乘积. 
继续这一过程，如果 m 是奇数，我们就得到了一个对换 t. 但显然根据以上 
分析，我们只需给出将 m 个因子削减为 m - 2个的依据. 

2) 设 s ， l 彡 s 彡 n ,是任意一^包含在对换 a 2 , , cr m 中的 整数. 为确定起见，设 

^ ~ ^1 CTp—lCTpCTp-|-l CTm? 

使得％ = (s t ), 而 a p +1 , … ， a m 不包含对于 a p _ l 5 有下述四种可 能性： 

a ) ( T p -1 = (s t ); 这时 crp_icrp = (s t)(s t ) 从 e 的写法中排除，我们得到了 m -2 

个对换的分 解式； 

b ) ap-i = (s r),r # 则 

crp - icr p = (s r)(s t ) = (5 t )( rt ),, 

于是我们将 s 向左移动了一个位置，对换的个数 m 没有 改变； 

c ) a p _i = (t r),r # 贝 Ij 

a p - ia p = (t r)(s t ) = (s r)(t r ), 

再次出现 b ) 的情况， s 向左位移而对换的个数 m 没有 改变； 

d ) a p _i = (q r ), { q , r } H { 5 , t } = 0; 这时 

a p - ia p = (q r)(s t ) = (s t)(q r ). 

如果出现情况 a ), 我们的目的就达到了.否则，不断重复 b )- d ) 的处理方式， 
可以将 s 移动到左边第一个位置.归根到底，我们或者有情况 a ), 或者到达下述极 
限情况 ： e = aid … cr ^, ai = (s V ),且 s 不进入 <,•••,<. 于是，当 A : > 1时 
4⑷ = 但 s = e ( s ) = a [( s ) = t f ^ s . 这个矛盾证明了情况 a ) 必须出现，从而 m 
是偶数，所以关于〜不变性的论断是正确的. 

3) 如果 a = 丁 1 … 丁 k ， f3 = T fc+ i • • • Tfc+z ，则 a /? = n … T fc T fc+ i... r k+ i , 且 e a = 

{ — l) k ^6(3 = (—1)^ , S a /3 = ( — l ) fc+/ = (~ l ) k ( — l ) 1 ~ S a ^(3 - 口 

定义若〜 = 1 , 则称置换 TT G 为偶置换,若 G = - 1 , 则 7 T 为奇 置换. 

根据定义，所有的对换都是奇置换，而 e e = l . 
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推论设置换 7 TG & 分解为长为的互不相交的循环的 乘积. 则 


^7 T 



E (4- i ) 


证明 事实上，根据定理2,我们有 


己 7 T 


6 




其中，= (- 1) 〜- 1 ,因为 M 可以写成匕 - 1个对换的乘积（见前述定理1的推 
论的证明).最后 


Sn = 


(―1)“-1 …（―= 


(-1) 


m 

E( 4 -i) 
1 = 1 




例设 tt = ( 1 2 34 5 6 78 9 10 11 \ 则 ^ = (1 5 2 4 7)(3 6 9 8)(10 叫从 

\ 546729138 11 10 ) 

h = 5,^2 = 4, Z 3 = 2得到、=(― l ) 4+3+1 = 1. 

将^写成并集= A。U ，其中 


^n = S n 1^ = 1} 

是偶置换的集合，災=是奇置换的集合.设 T = (i j ) 是任意对换.到自 

身的映射 L r : 7 T T 7 T 是一个一一映射 •（ I / T 是单射： ra = rf 3 ^ a = (3 \结论由 

§5定理3给出.不难看出砧是恒等映射，故= L t ). L t 可以直观地表示成在 

( 10 ) 

( 10 ，) 

也是& 上的一个置换.映射 （10) 和 (100 以后会有更广泛的应用.此刻我们指出 

^T7T = ^r^7T ―— 己 7T ，以 


W 


集合& 




{冗1 




e ， 7T2,7T 3 , •… ， 7T N } 上的 


▲ 


个 N 


n \ 阶置换 


L r 


TTi 7T2 7T3 




7 TiV 


T7Ti T7T2 T7T3 


TTTjv 


类似地 


R r 


7Ti 7T2 7T3 




7 TiV 


7 TiT 7 T 2 丁 7 T 3 T 


• •奉 






^■ n ， 






也就是说，&中偶置换的个数等于奇置换的个数，从而 

^ n \ = ^ l^nl = ^ 1 - (11) 

4. 5 n 在函数上的作用 S n 中任一置换 a 的符号的重要意义可以在计算 a 逆 

序数时看到（见本节最后的习题 5). 但现在不去管它，我们运用斜对称函数的概念， 
给出定理2的另一种证明， 斜对称函数 本身也是重要且有用的. 
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定义设 7 reS n ，/ 是 n 个自变量的函数.令 

(7T O f^Xi , X 2 , • • • ， r n ) = / (*^ 7 r(l) ， . . • ， $ 7 T(n )) ， （ 12) 

贝 * 1 称為数 0 二 7 To / 是由 7 T 作用在 / 上得到的. 

引理 1 设 a ,/? 是 S n 的任意置换.则 


( a /?) o / = ao (/? o /). 

证明 根据公式 （12), 我们有 ^ 

(ao (/? o /))( xi , ••- , x n ) = (/? o /)( x a ( i ), ••- , x a(n) ), 

^ Vk — x a ( k ) j 并汪意到 V ( 3 ( i ) = 〜(卢⑷)， 

( ao (/? o /))( xi , ••- , x n ) = (/? q /)(2/ i ， …， ?/ n ) 

_ f (2//3 ⑴ ’ • • • ， yf3{rri)) = f (*^a(/3(l)), • • • ， *^a(/3(n))) 

= f{X( a (3)(l), - - - 5 ^(a/3)(n)) = ((«/?) ° /)($1 ， ... ，〜). 口 

定义 一个 n 元函数/叫作斜 对称的 ，若 /( … , Xk , Xk -\- l , * • • ) — — / (…5 
&,•••), 也就是说，当交换任意两个相邻变量的位置时，函数值变号. 

引理2交换任意两个变量的位置，斜对称函数变号. 

证明 设交换第 M 个自变量的位置， Ri < j . 对位于 i , j 之间的自变量的个数 

作归纳.当^ = 0时，引理的条件符合斜对称函数的定义.设引理对任 
意 j - i - 1< Z 真.则 

/(• • . 5 '^i') *^i+l — 1 5 ，••.）= — f (• • . ， *^i+l ，工 i ， • _ . ， Xj — 1 ， 工 j ， • • • ） 
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交换抑与 x k+ i 的位置，因子 

[(xfc+l - x k -i) - - - {x k+ i - Xi) - (x k - Xfc-l) . . • ( 以 一 Xi)], 

A 和 B 显然没有改变，可是 

(^k — Xk -\- l ) = — { Xk-\-l — Xk )- 


这就意味着 

△n(. • • ，5 ^fc+1 j . • • ) = _ △n(. . . ， ^fc+1 j ^ k ^ Tl 

A n 是斜对称函数.根据引理 2, 我们有 

△n (. • • ，工 i，. • • ，工 j ，•••）= — (• . . ，％，•’ . ，$“.••）• 

此外，当町,…，〜两两不同时， 

△ n($l ，•’ • ， $ n ) ¥ 0. 

定理2的第二种证明考虑任意 n 个变元 x l5 ... , x n 上的斜对称函数 /. 根据 
定理1,当置换 7 T = 7^7-2 …丁 k 分解成对换的乘积时， I 在/上的作用归结到对换 
n , n - i , … ,n 在/上的逐次作用，即个（- 1) 与/的乘积： 

冗 ◦ / = (n ... Tfc-i) O (r k o f) = —(n … T k -i) ◦/ = •.. = (~l) k f = e n f. 

因为这一关系式的左边依赖于 TT , 而不依赖于 7 T 的任何分解，所以由等式 （7) 
指出的映射 e : 7 THG 当/不是零函数时由置换 7 T 完全确定.事实上，这样的函数 
是能够取到的，例如/ = An . 

按照引理1建立的法则将置换 a /? 作用到这样的函数/上， 

e a (3f = (oi/3) of = ao(f3of)=ao (e^f) = e^ao f) 


从而得到关系式⑻. □ 

注记我们将不止一次地研究&对函数的作用，在 [ BAm ] 中可以看到这 
仅仅是一般规律的个别体现.我们的另一个小小的成绩在于，将口头表达式“在 
/( XI ,…，〜）中交换 A 与％ 的位置”，简记作符号 T O / ,其中 T = ( ij ). 

习 题 

1. 在数学分析教科书中证明了斯特林公式 

n! 〜 \Z2wn n n e~ n , 



§8 置换 
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此处 e = 2.718281 …是自然对数底 ， n = 3.141592 …；符号〜指当 n — > oo 时， 
V 2 nn n n e ~ n / n \ 趋近于 1. 借助阶乘公式检验近似估计100!〉 （9.33 …）10 157 .在& 00 
中有多少长为100的循环？ 


2. 求置换 （4) 和置换 



3 4 5 6 7 8 

8 2 1 4 5 7 


的阶. 

3. 形如 （3) 的置换 7 T 含有 m 个互不相交的循环，令 


m f = n — 


m 


则 7 r 使 m ’ 个符号（或点）保持不变•数 d (7 r ) = n — (m + m !) 叫作置换 7 r 的减量 • 验 

b = (-1 严 ). 

4. 计算置换 



n — 1 
2 


n 




的符号. 

5.设 D = {1，2,…， n}，D x D 是笛卡儿积.称元素对 ( ij ) eQxQ 羌置换 a e S n 的银 
序关系(或简称 a 逆序)，若 i < j ， 但 a ⑷〉 cr ( j ). 令 



n 



因为非零有理数«刃— or ⑷ )/()• — i ) 取负号.当且仅当 （ ij ) 是 tT 逆序，又因为 —D 
是-映射，所以 Sgn ( or ) = (- l) fc ， 其中 fc 是 or 逆序的总数 • 易见 


( cr ( j ) a ( i))a 


• • • 


• • 


O ) 

Or ⑷ 


♦ •參 


• • 


Or ⑷ 

^ U ) 


• • # 


• • • 



• • • 


^ • • • 


• • • 


Or ⑷ 


• • • 




• • • 


I 


O ) 


• • 


3 

Or ⑷ 


• • • 


这样， a 逆序 （ ij ) 在作为置换 tot 的逆序时中止了，其中 T = ( t 7( j ) ， tT ⑷）是一个对换. 

证明可以找到 fc 个对换 Ti，. • • ， Tfc ， 使得 


TfcTfc — i … Tier = e, 

其中 e 是单位置换•则 or = n --. r fe - ir fc , 而 sgmr = (― l) fc = ，这两种记号代表置换的同一个 

不 变量； （从拉丁文 signum 引出的）记号 sgn 就是符号的 意思. 我们得到了另一种便利的方法来 

确定置换的 符号. 例如对应于置换⑷的逆序的集合由五个数对 （1 5),(2 5),(3 5),(4 5),(6 7) 组 

成，那么 SgllTT = - 1 . 事实上，事情归结为计算置换 7 T 的下面一行中比 i 大却位于 i 的前面的数 
字 j 的个数， i = 1，2, • • • , n — 1. 
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§9整数的算术 


本节的目的是简述整数的初等可除性质，以便在后面的章节中引用.进一步的 
结果将在第5章给出，在那里，整除性理论被推广到更一般的代数系统中. 

1. 算术基本定理 若存在某个 t G Z ， 使得 n =砵则整数 s 叫作整数 n 的因 
数 (或 因 子)， n 本身叫作 s 的 倍数 . n 被 s 整除记作 s | n ， 而 n 不能被 s 整除记作4 n . 
整除性是 Z 上的传递 关系. 如果 m | n 且 n | m ， 则 n = 士 m ， 而整数 n ， m 叫作 相伴的 • 
如果整数 P 的全部因子为士 P ， 士 1( 非真因子)，则称 P 为 素数. 通常约定素数是正的 
且大于 1. 

下述定理表现出素数的基础作用. 

算术基本定理 每一个正整数 n / 1都可以分解成素数的乘积 n = P1P2 ...Ps . 
这一写法除因子的次序外是唯一的. 

将相同因子收集到一起并改变记法，我们得到 

n = P £ iP £ 2 … > 0 , 

任意有理数 a = n / meQ 也有类似的分解，但指数^有正数也有负数. 

我们指出，全体素数的集合 

P = {2,3,5,7 ， 11 ， 13，...} 

是 无限集 (欧几里得定 理). 事实上，如果仅有有限个素数，设为 PU 2，... ，仍，那么根 
据基本定理，整数 C =仍仍…仍+ 1至少被某一个仍 除尽. 不失一般性，设 C = PlC ’. 
则 P 认 C ， 一 P2 • ••仍 ） =1，这是不可能的，因为单位元在 Z 中的因子只有士 1. □ 

基本定理的证明将延迟至第5章给出.一眼看来，定理似乎是显然的，以至不 
需要证明.但事实并非如此，尽管所谈问题仅涉及整数乘法的性质（整除性)，基本定 
理的证明却必须同时用到 Z 中的乘法和加法 运算. 

为了说明定理的非平凡性，考察 N 中的子集 

S = {4/c + l|/c = 0, 1 ， 2，.--}. 


S 关于乘法 封闭： 

(4fci + 1)(4A；2 + 1) = 4知 + 1. 

对 n G S 作归纳不难证明分解的存在性（类似于基本定理的第一部分)，即 n 可以 
分解成 ： n =仍…屯，其中仿不能用 S 中的元素做进一步 分解. 称之为 拟素数. 
5,9,13,17,21,49都是这种拟素数的例子. 

基本定理的第二部分对 S 不真，例如数441 G S 就有两种不同的到拟素数的分 

解： 441 = 9.49 = 21 2 . 
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2 . Z 中的最大公约数和最小公倍数如果允许使用零方幂（永远 认为巧 =1)， 
任意两个整数 n 和 m 都可以写成同一组两两不等的素数方幂的 乘积： 

n = • • • P《 k ， m = ±p^p^ 2 ... fc • 

引入两个整数 

g . c . d ( n , m ) = pj 1 pi 2 …， 

l . c . m ( n ， m ) =# 必…必 ， 

其中 ％ = min { c ^,/^}, & = max{ai,/3i}, i = 1 ,2, . • • ,fc. 

因为 d\n^d = 士 pf 1 . • • , 0 彡 < 彡叫，所以从⑴式可得下述 论断. 

i ) g . c . d ( n ， m )| n ， g . c . d ( n ， m )| m ，并且若 c ?| n ， c ?| m ， 则 c ?| g . c . m ( n ， m ). 

ii ) n | l . c . m ( n . m ) ? m | l . c . m ( n . m ) ? 并且若 71 卜，?? 1 卜，则 Lc . m ( n ? m)\u. 

性质 i ) 和 ii ) 证实了记号 gx . d 和 Lc . m 分别是整数 n ， m 的最大公因数和最小公 
倍数. 当 n 〉0， m 〉0 时，它们满足关系 

g.c.d(n, m ) • l . c . m ( n ? m ) = nm. (2) 

若 g . c . d ( n , m ) = 1 ，则称整数 n , m 为互素的.这时 (2) 式具有形式 l . c . m ( n , m ) = 

nm. 

3. Z 中的带余除法给定 a , beZ , b >0, 总可以找到 g，r G Z ， 使得 

a = bq + r, 0 < r < b 

(如果仅仅假设 & / 0,那么有不等式0 < r < |&|). 

证明 事实上，集合 

S — 一 6s | s G ^ — 办 5 》 0} 

显然不空（例如 a - b(-a 2 ) > 0 ). 于是 S 包含一个最小元素，记作 r = a - bq . 根据 
条件， r ^ O . 假如 r 彡&，我们得到元素 = a — &化+1)€；5，它小于7*.这一 
矛盾说明， r 必须小于 □ 

上述简单的论证给出了一个算法，可以通过有限步找到商数 g 和余数 r *， Z 中的 
带余除法可以用来给出 gx . d 的另一种定义，如果注意到关系式(2)，还有 l . c . m 的另 
一种定义. 

作法如下，给定不全为零的整数 n 和 m , 令 

J = {nu + mv\u^ v E Z} (3) 

选出 J 中的最小正数 d = rm Q + mv 0 . 运用带余除法将 n 写作 n = dq + r,0 ^ r < d. 

我们有 

r = n — dq = n— (uuq + mvo)q = n(l — uoq) + m(—voq) E J , 
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) kd 的选取得到 r = 0 •因而 d|n . 类似地， d|m . 现在假设 W 是数 n 和 m 的任意 
一个公因子.这时 

d!\n^ d!\m => d f \nuo, d!\mvQ => d!|(nuo + mvo) => d!\d. 

这样 d 具备最大公因数的一切性质，所以 d = g.c.d(n,m) . 我们证明了下述论断 • 

命题 两个不全为零的整数的最大公因数总可以写成下述形式： 

g . c . d ( n , m ) = nu- {- mv^ u,v E Z (4) 

特别地，整数 n , m 互素，当且仅当存在某对 G Z , 使得 

nu + mv = 1. (4 7 ) 

证明我们已经验证过，互素的整数 n ， m 满足关系式 （40 .反之，如果 n ， m 满 
足（40,则 

d\n, d\m => d\nu, d\mv => d\(nu + mv) => d\l d = 士 1 . □ 

关系式⑷和⑷的证明是非常有用的.只需从集合 J 中取出任意一个正数(见 
⑶式)，然后借助带余除法找到 J 中越来越小的正数，直到得出最小的正数，这就 
是最大公因数. 


习 题 

1. 每一个不等于2的素数都可以写成 4 fc + l 或 4 fc - 1的形式.运用在第1段给出的集合 
S 的乘法证明，形如 4 k -1 的素数有无穷多个. 

2. 下述论断是非平凡的. 

若 n，m G Z ， g . c . d ( n , m ) = 1 , 如果 p 是整除 n 2 + m 2 的一个素数，则 p = 4 k 1. 

试用该论断证明存在无穷多个形如 4 k + 1 的素数. 

3. 如果自然数 n 恰可被 r 个不同的素数 pi , , p r 整除，则小于 n 且与 n 互素的整数 
的个数 

(^( Tl ) — 71(1 _ - ) ... (1 -- ). 

Pi Pr 

函数 p : N — N 叫作 欧拉函数. 

证明公式当 n 彡25时，以及当 n = p m 时成立. 

4. 运用二项式定理，对 n 作归纳证明，若 p 是素数，则 n p - n 对任意可以被 p 

整除. 


第 2 章 


矩 


阵 


在第一章§3中介绍的长方矩阵是如此常见，以至于随着时间的推移产生了数 
学的一个独立的分支——矩阵论.矩阵论是在19世纪中叶建立起来的，稍后与线性 
代数的发展同步，逐渐得到了完善和精确.到目前为止，矩阵论仍然是重要的研究 
工具，既适合于实际应用，又适合于现代数学的抽象结构.我们将在本章给出矩阵 
论最简要的结果. 

矩阵是向量空间的线性映射的自然伴侣.在线性代数与几何教程中 [ BAn ]， 我 
们将赋予这一论断精确的含义.在本章中，空间，向量，线性相关性，方程组的秩 
等概念将从纯代数的方面展开，以满足我们直接目标的需要. 

§1行和列的向量空间 

1. 问题的提出 由于线性方程组，我们研究了含义各不相同的长为 n 的行.它 
们是 mxn 矩阵 A =(叫）的行 { aii , a i2 , • • • , a in ),l ( i < n , 以及系数矩阵为 A 的线 

性方程组的解 （ … ，4). 在第1章§3,把一个线性方程组或矩阵化为阶梯形 

时，除⑴型初等变换外运用了两种重要的 运算： 将一行乘以一个常数并加到另一行 
上.对于 齐次 线性方程组的解也可以施行这两种运算.事实上，如果 ( x [ , 4, ••.,<) 
和（<，坫，•••，<)是线性方程组 

叫 1 工 1 + Oji2*^2 + • • • + ^in^n = 0 ， i = 1 ， 2， • • • ， 771 

的两 个解， 《，/?是任意两个实数，则行 


(axi + f 3 x f {, ax f 2 + /^，…，+ (3 x ^) 
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也是我们的方程组的解： 

an ( ax [ + Px f {) + ai2 ( ax f 2 + ㈣ )+ …+ a in ( ax f n + (30 
= a ( anx [ + H - h a in x f n ) + P ( anx f { + a i 2 x f 2 H - h a in x ^) = 0 

另一方面，任意的行，无论它代表什么，都是一般集合]中的一个元素，其 
中是实数集 M 的 n 次笛卡儿幂.所以我们希望去研究这种一般的对象，然后将 
其性质自然地运用到矩阵和齐次线性方程组的解上. 

2 . 基本定义设 n 是 一个固 定的自然数 . M 上长为 n 的行向量空间 指集 

合 M n (其元素称为行向量或简称向量)，连同向量的加法运算以及纯量（实数）与 

向量的乘法运算.纯量用小写拉丁字母或希腊字母表示，而向量像矩阵一样用大写 
拉丁字母表示.事实上，向量 X = ( xx , x 2 ,--. , x n ) 可以看成一个1 xn 矩阵•设 

y = (2/1,2/2, • • • ,2 M ) 也是一个向量， A 是纯量.根据定义 

X + Y = (xi +yi,X 2 +2/2, ••- ，尤 n + y n )， 

XX = ( Axi , Aa ； 2 , …， Xx n ). 

零向量 （ 0, 0, ••• , 0 ) 今后用一般的符号 0 表示. 此外 IR 1 显然与 M 恒同. 

读者熟知的实数的运算法则无条件地适用于尽管列举它们是枯燥的，但给 
出它们的精确定义，有助于理解 抽象的向量空间， 我们将在后面的线性代数和几何 
课程中学习这种向量空间. 

VS1 : x + y-y + x 对任意向量 x,y g 成立（交换 律)； 

VS 2 : {X + Y ) ^ Z = X + (Y ^ Z ) 对任意三个向量 X , y , ZGM n 成立（结合 

律)； 

VS 3 :存在一个特别的（零）向量0,使得 X + 0 = X 对所有的 XGR - 成立； 

vs 4 :每个向量对应一个负向量 - X ， 使得 X + (- X ) = 0; 

VS 5 : IX = X 对所有的 XGM n 成立； 

VS 6 : { a ( 5 )X = a {( 5 X ) 对所有的 a , PeR , XeR n 成立； 

VS 7 : {a + P)X = aX + / 3 X ; 

VS 8 : a{X ~^ Y ) = aX + aY . 

在 VS 3 和 VS 4 中向量 0 及 - X 的唯一性是所列法则的简单推论（如果考虑抽 
象的向量空间则是公理)，我们不做推导，而将它们看作明显的事实. 

术语 “ 向量”(或线性）空间的起源在第一学期的解析几何课程中已有说明，在那 
里建立了笛卡儿平面的点（向量）与它们的坐标 ( X , y ) 之间的 一一 对应. 由平行四 
边形法则给出的向量的加法和用数去乘向量恰好对应于 M 2 中向量的运算. 
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除了长为 n 的行向量空间外，也可以考虑高为 n 的列向量组成的向量空间 






列向量表示成我们在第1章§3中约定的样子.显然，行空间和列空间之间的区别纯属 
约定，但我们很快就会看到，给出空间的这两种形式是有益处的.一^说，我们从上 
下文就可以判断考虑的是行空间还是列空向，所以不弓 I 进任何特别的记号来加以 区分. 

3•线性 组合. 线性包设…，為是向量空间，中的向量，勿，％，…， 
% 是 纯量. 向量 X = ot 2 X 2 +…+ a k X k 叫作向量兄的带有系数 叫的线 

性组合.例如， 

(2, 3,5, 5)-3(1,1,1,1)+ 2(1,0,-1,-1)-(1,0,0,0). 

其次设 F f 3 2 X 2 +…+ (3 k X k 是同样的向量足带有系数 A 的线性组 

合，而 e R . 则 


OiX + f 3 Y = Ol { oL \ X \ + OL 2^2 + • • • + OLkXk ) 

+/3(/3 iXi + p 2 X 2 + … + f 3 k X k ) 

— {oiOil + (ciiOi2 + )^2 

+ … + (aak + (5(3k)Xk 

也是向量而的线性组合，其系数为 aai + f 3/3 i . 于是我们看到， 由给定向量组 
X 2 , …， X k 的所有线性组合构成的集合 F 具有性质 

X,Y eV =>aX + pY eV (1) 

对所有的 ce ，/3 e M 成立. 特别地，零向量永远包含在 V ■中 • 

F 通常用符号 •…， Xfc 〉 表示，并称之为向量组& ,&， • • •，心的线性 
包(或简称包).通常称包 ( X l 5 X 2 , ，為〉是在&，&，…，心上张成的，或称由向 

量&，為，…，及生成的. 

可以定义任意子集 SCW 1 的线性包 ⑻人 S ) 是 S 中的任意有限个向量的任意 
线性组合构成的集合.显然，如果 F 是 IT 中的一个线性包，则 〈 F 〉 = F : F 当中 
向量的任意线性组合仍属于 K 特别地， ScV =>( S ) cV , 也就是说线性包〈*5〉可 
以定义成 M n 中包有 *5 的任意向量的集合的线性包的交： 

⑻= n K ⑺ 

Scv 

初看起来结论并不明显，需要验证 （2) 式右边线性包的交集还是一个线性包. 
事实上如果 X,y G nF 那么对于这个集合中的每一个 F , x,y g 这就意味着 
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aX + pYeV 对所有的 a , f 3 eR 成立，从而给出了所需的包含关系 aX + f 3 Y e HV . 

与交不同，两个线性包和 F 的并 U F —般来说不是一个线性包，例如在 R 2 
中， = {( A ，0 )|A e R}，F = {(0, A)|A gM }. 

例 1 设 

Um = {( Ai ， …， Arn ， 0,… . ， 0)| G M } C M n , 

Vm = {(0, ••- , 0, A m + i , • •. ， A n )| G M } C M n , 

0 < m < n . 直接验证可知 Umym 都是线性包，并且〈‘， F m 〉 = R ' - {0}. 

例 2 在空间 IT 1 中考察单位行向量 

五⑴ ^ (1, 0, • • • , 0), ^(2) = (0, 1, .. • ，0)， .. •，五 ( n ) = (0, 0, ... ， 1). (3) 

每一个向量 X = (A ， 抑， …， 〜）可唯一地表示成 X = XiE ( i )+ X 2 ^(2)+* - .+ X n E( n y 
所以 

R n =〈五⑴，五( 2 )，…，五 ( n )〉. 

单位列向量将记作 

■E ⑴ =[1 ， 0 ， … ， 0] ，五⑺ =[0 ， 1， ••- , 0] ,… ， E ⑻ =[0 ， 0 ， … ， 1]. (3’) 

4. 线性相关性空间]的向量组 X l5 ••• , 称为线性相关的,如果可以找 

到 A : 个不全为零的数勿，…，取，使得 

OL \ X \ + OL 2^2 + . • • + OLkXk — 0 (4) 

(右边是零向量).并称线性式（ 4 )为非平 凡的. 如果 a 2 X 2 + … + a k X k = 

◦ =…=叫= 0 , 则向量 义 2 , ... , 叫作 线性无关的. 

第3段例2表明，单位向量 E ⑴， E {2) , • • • , E { n ) 是线性无 关的. 一 个向量 
X ^ 0 显然总是线性无关的，因为 （AX = 0, X / 0) A = 0 . 其次， _ Xi, …， A 

是线性无关的这一性质与向量的顺序无关，因为 （4) 式中的项 otiXi 可以用任意顺 
序排列. 

定理 1下述论断 成立： 

i ) 如果向量组 { Xi , • • • , X fc } 的某一个部分组是线性相关的，则向量组本身也 
是线性相关的. 

ii ) 线性无关的向量组 { Xi , • • • , X k } 的任意部分组都是线性无关的. 

iii ) 在线性相关的向量 • Xi ， •…， Xfc 中间，至少有一个向量是其余向量的线性 

组合. 

iv ) 如果向量 ••• ， Xfc 中间有一个向量是其余向量的线性组合，则向量 
&，•••， Xfc 是线性相关的. 


§1 行和列的向量空间 
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v ) 如果向量 Ai , …，&线性无关，而 _ Xi ， …，心， A •线性相关，则 A •是向 
量 …， X k 的线性组合. 

vi ) 如果向量…，為是线性无关的，而向量為 +1 不能表示成它们的线性 

组合，则向量组 { Xi , ••• , ；^ + 1 }是线性无 关的. 

证明 i ) 设前 s 个向量 X l5 , X s , s < k , 是线性相关的，即存在不全为零的 
Oii , 使得 

OL\X\ + • • • + OL s X s = 0 . 

令 a s+1 =…=叫= 0 ,我们得到一个非平凡关系 


aiAi + …+ a s X s + a s ^iX s ^-i + …+ = 0. 

论断 ii ) 从 i ) 立即得出（用反证法). 

iii ) 不失一般性，设在关系式⑷中％ / 0. 则 


X k = - 


OLl 

Oik 




Q ^ fc-1 

Oik 


Ak . 


iv ) 设 Xk = PiXi + ••• + Pk - i ^ k - i - 令勿 = A ，…， Oik-i — Pk-ij OLk = —l , 

得到关系式 （4)， 且系数％ / 0. 

v ) 如果有非平凡的关系式 


Pi^i + • •. + (3kXk + (3X = Q 

使得/ 0,则 X 是&，…， A 的线性组合.若/? = 0，则由 A ，…，心线性无 
关的条件，知 A =…== 0，与关系式的非平凡性矛盾. 

论断 vi ) 由 V )立即得出. 口 

5 .基.维数 我们现在给出一个重要的 

.定义设 V ■是 R n 中的一个非零线性包.向量组 ••• , e V ■称为 V •的 
基，如果它们是线性无关的，且它们生成的线性包与 F 重合： 


( Xi , …， Xfc 〉 = K 

从基和向量组的线性包的定义推出，每一个向量 X G F 都可以唯一地写成 

义=勿义 1 + ...+抑及的 形式. 系数勿，…，叫 eR 叫作叉相对于基&，…， x k 

的 坐标. 

正如我们已经看到的，线性无关的单位向量 (3) 生成 R ' 于是， { 五⑴，五⑵，…, 
E {n) } 成为向量空间 IT 的基，称之为 标准基. 但它不是中唯一 的基. 例如 

^(1) — E ⑴， E ^ 2 ) = 五⑴+五(2)， -^(3) —五⑴+五⑺+ 丑⑶ ，… 

E ’( n ) = 五 (1) + 五 (2) + • • . + 五 ( n ) 
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也是空间的基(仔细验证).另一方面，直到现在尚未明确，是否 IT 中的每一个 
线性包都有一组基，如果有，基向量的个数是否不变.这两个问题的回答都是肯定 
的. 我们的论证基于下述引理. 

引理设 F 是中的一个以为基的线 性包. 而仏…， 

是 V 中一个线性无关的向量组.则 s 彡 r . 

证明就像 F 中所有的向量一样 ， k ，…，是基向量的线性组合.设 

^1 — CLuXi + 0 , 21^2 + • . • + CLrlX r ， 

^2 — a 12^1 + CL22-^2 + • • . + 0>r2^rj 

~ + (^2s-^2 + . • • + OL rs X r , 

其中是纯量（是唯一确定的向量 K 的坐标，但后一点目前对我们并不重要). 

用反证法.假设 s > r . 写出巧的以％为系数的线性组合： 

X\Y\ + • • • + X S Y S = + CL\2^2 + • • • + (^ls x s)^l + • • • 

并考察含有 r 个方程， S 个未知数的线性方程组 

anxi + ai 2 X 2 H - h ai s x s = 0 5 


CLrp \ X \ ~|~ Clf 2^2 ^ 0. 

因为假设 s > r , 根据第 1 章 §3 推论 2, 我们的方程组有非零解 （ x ?, …，巧） . 我们 
得到了一个非平凡的线性关系 

x^Yi + X2Y2 + …+ x ° s Y s = 0, 

与引理的条件矛盾.这就意味着 □ 

定理2 R n 中的每一个非零线性包 VcR n 都有一组有限基.线性包 F 的所有 
的基都含有相同个数的向量.这个个数 r < n ， 称 r 为线性包 V 的维数，记作 diniM V 
或简记作 dim V . 

证明 根据条件， F 包含有至少一个非零向量(行或列).设我们已在 F 中 
找到了一个线性无关的向量组{&，•••， X k }. 如果线性包〈&，…，心〉不等于 
V ，那么我们在 F 中选出一个向量為 +1 0⑷，…，及〉 . 换言之， x fc+1 不是 
Xi ，…， X k 的线性 组合. 根据定理1， vi )， 向量组 { X l 5 …， X k , X fc+1 } 是线性无关 

的.这 一扩充 线性无关向量组的过程可以无限制地继续下去，但是所有的向量都在 
IT = ( E ⑴, E (2) , ••• , B (n) ) 而引理证明了，] ET 中任意的线性无关组最多包含 

有 n 个 向量. 因而对于某个自然数 r ^ n , 线性无关组 Xi , • • • , • • • , X r G F 
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成为 极大的， 即任取 F 中的向量 X /0, 向量组 { X l5 ... , X r , X }是线性相关的 • 

由定理 1, V ), 有 x G 〈&，•••， x r ). 所以 F =〈&,…， x r ), 而向量 XiX r 
构成 F 的一组基. 

现在设 Yi ， •…， 1；也是 V 的一组基.根据引理，我们有不等式 S < r . 交换 
X !，…，不与 Yi ， …，1；的位置，再一次由引理得到不等式 r ^ S . 因此 s = r ， 

定理得证. 口 

尽管不太必要，我们还是指出，上述所有的讨论既适合于行空间，也适合于列 
空间. • 

这样， M n 中的每一个非零线性包 F 都具有一个正整数 r ^ n ,称之为维数 
r = dim V . 特别地 dimR n = n . 向量空间的这一重要参数也可以用其他的方法进 

行刻画.维数另一种可能的定义基于向量组秩的概念.即如果 {Xh X 2 , •••} 是] 

中的一个向量组（可能是无限的)，则如我们所知道的，线性包〈^ •…〉 的维数不超 
过 n . 这一维数叫作向量组 { X l5 X 2 , … } 的秩： 

rank { Xi , X2 , ... } = dim ( Xi , X 2 , … 〉. 

当 F = {0} 时，显然可以认为 dim V = 0. 


习 



1.® 设[/和 V 是 R n 中的两个线性包，线性包 〈[/U V 〉叫作 t / 与 V 的和 : 

U + V = ( UUV ) = {u + v \ ueu , v ^ V } 


如果 [/ n v = 0,则称 c / + v 为 直和， 记作 [/㊉ 


设 v 


W ㊉ Vb ，且 x = 是向量 x ev 的两种线性组合，此处 


Xi , x [ e ^ 1 , x 2 , e v 2 , 则有 x x - x [= x ^- x 2 ^ Kn ，因为 KnVb = 0 ， 所以 


Xi 


x(, x 2 


x f 2 . 


证明逆 命题： 如果对于每一个向量 x e v ，写法 X = X]L + JG 都是唯一的，此处 e %， 


则和式 




是直和.更一般地，如果 




是 


中的线性包，并且对于每一个 


向量 X G V ，表法 X = +… +Xfc 都是唯一的，此处 Xi G yi ? 则称 V 

直和. 


Vi® 


• • 


© %为 


2.设 V ， w 和 Vb 都是 R n 中的线性包，并且^ c . 等式 V = vn Vi + vnb 水 


远成立吗？在 1 ^ c V 的特殊情况下，这一关系式成立吗？ 

3. 设 V 是 R n 中的一个线性包.如果 V = [/㊉ W 是一个直和分解，则 W 叫作[/在 V 中 
的一个补.而 [/ 叫作 W 在 V 中的一个补.[/在 V 中的补是唯一确定的吗？试比较 W 与集合 
论概念下的补集 V\U (见§5第1段). 

4. 证明向量= (1，2, 3)，义 2 = (3, 2, 1) 是线性无关的，考察线性包 V = ( Xi , X 2 >; 
证明向量 X = (-5, 2, 9) 属于 V ,并计算 X 在基 A , A 下的 系数； 求 V 在 R 3 中的任意一 


个补 • 


①原著中设 C 7 和 V 是两个子空间，但此处子空间的定义尚未给出. 


译者注. 
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5•证明， R n 中的向量组..•，张成 R n ， 当且仅当它们是线性无关的. 

6•设V是 R n 的一个线性包，证明V 中任意线性无关的向量 • • • , X k 可以扩充成 V 
的一组基. 

7. 设 [/ 和 V 是 R n 中的线 性包. iiE 明若 [/ fl V = 0，则 dim(U -\- V ) = dimU + dimV. 

8. 计算向量组 （0, 1， 1), (1， 0, 1), (1， 1， 0) 的秩. 


§2 矩阵的秩 


1. 方程组的回顾 在高为 m 的列向量空间 R m 中，考察 n 个向量 


= [ ttlj , CL 2 j -, 



以及它们的线性包 F =〈4 ⑴， 4( 2 ),…，4(4〉.假设再给出一个向量 B ,问 B 是否 
在线性包 F C 中，如果在，它的坐标&，•••，(在 §1(3 ㈠ 的标准基下）是怎 
样通过 A ⑴的坐标表示出来的.当 dimF = n 时，问题的第二部分相当于确定向量 
B 在基 A ⑴ ，…，乂 ㈤ 之下的 坐标. 为此，我们取4⑺以未知数巧为系数的线性 
组合，并构造方程 xx ^ 1 ) +…+ x n AM = B . 该方程的直观形式为 



«21 

Xl 






方程的另一种写法是含有 m 个方程， n 个未知数的线性方程组 



+ ^ 12«^2 + • • • ^In^n ~ ^15 

^ 21^1 + ^ 22^2 + • _ • + CL2n^n — ^ 2 ? 


a?7il 工 1 + ^m2^2 + • • • + ajYi n X n = bjYi . 


⑵ 


这就是我们最初在第1章§3中遇到过的方程组.在那里我们引入了线性方程组 （2) 
的系数矩阵 ® 和增广矩阵. 


Ml a \2 … ai n 

«21 ^22 • • • ^2 n 


^ml ^ ra 2 




①原书为“矩阵此处按惯例译作“系 数矩阵 ——译者注. 
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(綱 



«11 

CLl2 •… 

^ln 

^21 

^22 • • • 

^2n 


^ml ^m2 




(3) 


乍一看来，我们又回到了出发点，浪费了时间而什么都没得到.但事实上，我们现 
在得到了一系列重要的 概念. 余下的事情是学会使用它们 .几 

先来约定一些符号.我们通常将和 S 1+ S 2 + -* • + 〜简写成 . 此处&，…，〜 

2—1 

是满足数或向量的加法法则的任意量（数，行向量等等).法则 


m v 

J 2 ts 



n 


〉: (^2 + t) = 〉 : 〉 : ti 


是不证自明的. 

我们也要考虑下述双重和 

m 

=E 

2=1 

求和的顺序（按照第一或第二个脚标）可以根据自己的希望选择.易见，如果将叫 
排成 mxn 阶的长方阵，那么矩阵元素的求和既可以按行进行，也可以按列进行. 

其他可能的求和类型将在需要时介绍. 

2. 矩阵的秩上节引入的线性包 F =〈乂⑴，/ 2 )，…， A ^) 叫作 m x n 阶长 
方阵 A (见公式 （3)) 的列空间.将 F 记作 V C ( A ) 或简记作 K (其中 c 表示列).维 
数 r c ( A ) = dimK 叫作矩阵4的列秩.类似地可定义矩阵4的 行秩: r r (4) = dim K , 

此处 K = 0 ⑴，乂( 2 )，…， A ( m ) ) 是矩阵4的行空间，即由中的行向量乂⑷= 
(叫1，叫2,…， a in ), i = 1, 2,…， m ， 生成的线性包（其中 r 表示 行). 换言之， 

r c ( A ) = rankjA ^ 1 ^, A ( 2 )， …， A ( n )}， 
rr { A ) = rank { A (1) , A {2 ) ，…， A {m) } 

分别为行向量组和列向量组的秩.根据§1定理2,数值 r c (4) 和 r r ( A ) 的定义是合 
理的. 

按照第1章§3的术语，称矩阵 W 是由矩阵4经过 I 型初等变换得到的，如果 
有某对脚标使得=八 ， W ⑷= ，但对任意脚标 i H 4 ⑷； 

称矩阵 W 是由矩阵4经过 II 型初等变换得到的，如果有某对脚标 s + t 、 使得任取 
脚标 i / S ， A ⑷，而次 = 4 ⑷ + ⑷，其中 A e R . 注意到初等变换是在4 
的行上进行的. ^ 

我们指出，两类初等变换都是可逆的，也就是说，从4得到的矩阵^可以借 
助于初等变换重新变回到4,并且所用的初等变换是同型的. 
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引理 如果矩阵 W 是由长方阵4经过有限多次初等行变换得到的，则有等式 

i ) r T ( A f ) = r T ( A ); 

ii ) r ^) = r c ( A ). 

证明 只要考虑 W 是由 4 经过一次初等行变换得到的情况就足够了. 

i ) 因为 

〈乂 (1)，…，乂⑷，…，乂⑷，…， \ m )) = 〈乂⑴，…，乂⑴，…，乂⑷， • • . ，乂 ( m )〉， 

所以 I 型初等变换不改变 r r ( A ). 另一方面， 

A { s ) = A ( s ) + XA { t ) A ( s ) = A { s ) - A 乂⑴， 

从而 

〈乂(1)， …， 乂⑷ + 入乂⑷， • • • ，乂⑷， …， 乂 ( m )〉 

—〈乂(1)， • . . ，乂 ( s )，. . . ，乂⑷， .• . ，乂 ( m )〉， 

这样 n 型初等变换也不改变 r r ( A ). 

ii ) 设 ^'),1 是矩阵 W 的列.我们来证明 

71 71 

W ⑴ = 0. (4) 

j = l j = l 

为此，考察4和 W 对应的齐次线性方程组 HLS 和 BLS f , 它们用⑴的形式给 
出（常数项取零)： 


w 

HLS : Y1 x 3 aU) 


0 


w 

HLS' : Y^ x j a，U) 


0 . 


矩阵4与 W 的关系使得 HLS / 是由 HLS 经过 I 型或 II 型初等变换得到的.根据第 
1章§3定理 1, HLS 与 HLS 7 等价，即一个方程组的所有的解％, A 2 , ... ， A n ) 也是 
另一个的解，这样，蕴含关系 （4) 成立. 

综上所述，一个矩阵的列向量的极大线性无关组的向量个数与另一个矩阵列向 
量的相应个数相符，这就确立了等式 r c ( A f ) = r c ( A ). □ 

本节的基本结论是下述断言. 

定理 1 对于任意 m x n 阶长方阵 A ， 等式 r c { A ) — r T ( A ) 成立（这个数叫作矩 
阵 A 的秩，记作 rankA ). 

证明 根据第1章§3定理2,经过有限次初等行变换，矩阵4可以化成阶梯形 




A 


an 

ctik … 

(Hi • • 

• ^ls • • 

• ^ln 

0 • • • 

0^2k 

如 .. 

• 办 2s • • 

• «2n 

0 … 

o • •. 

&31 • • 

• ^35 • • 

• ^3n 

0 

0 

0 •• 

• OjtS • • 

• ^rn 

0 … 

0 • •. 

0 •• 

• 0 •• 

• 0 

0 • • • 

0 … 

0 •• 

• 0 •• 

• 0 


其中 沒 11 • * ^3/ • * * 


a 


rs 


/0,根据引理 


⑹ 


r c { A ) 




r c ⑷， r T ( A ) 




r r ⑷， 


我们只需证明等式 r c ( A ) 


Vr(A) 就足 够了. 


在矩阵 A 与 A 中脚标为 1， k , I ，…， S 的列叫作列向量基.它们对应于线性方 


程组 （2) 的主未知数以，仏， 


XI ,-' 


，心.列向量基这一术语是很有道理的.假设矩 


阵 （5) 的第1， fc ， Z ， 


, s 个列向量 


J ⑴ 


[ an , 0, 


參參礞 


，0]，2 ㈦ 


[ ttl / c ， ^2/ c ? 0? 


• 聲# 


, 0 ], … 




[ dls ， 


，0, 


# # • 


, 0 ], 


如果它们之间有关系式 


XxA^ + XkA^ + XiA^ l) + …+ X S A^ 


0 , 


则 


\s^TS ~ 0 ? 




， A / a 3/ 


0， ^ k ^2 k 


0 ， Aian 


0, 


又 因为沒 11 _ _ • 如…‘笋 0 ,故 A 


Ait 




A / 




A , 




0 . 于是 


ranked) ， 讲 ) ， 別 ), 

r c ( A ) ^ r . 


， 妒 )} 


厂， 


但是矩阵 Z 的列空间 K 等同于从 Z 中删去后 m 
间.所以 


r 个零行所成矩阵的列空 


r c ( A ) 




dimVc ^ dimR r = r . 


比较两个不等式得到 r c ( A ) 


r . (不等式 r c ( A ) ^ r 也可以从一个显然的事实得到， 


即矩阵 Z 的所有的列都是列向量基的线性 组合； 我们把这一论断留作习题 .) 

另一方面，矩阵 Z 的所有非零行是线性无关的：任意线性关系 


入 1 义 (1) + ^2^?(2) + …+ A r A( r ) 




0， G M 
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如同在列向量的情况一样，给出 

^1 ^11 ~ 0? ^2^2k = 0? • • • ， At'Q-7's ~ 0? 

因而 Ai = A2 = = A r = 0. 于是 r T ( A ) = r = r c ( A ). □ 

3. 可解性准则矩阵 4 的阶梯形可以回答对应的线性方程组（见第1章 §3) 的 
一系列问题，但阶梯形依赖于初等变换的实施过程，例如，列向量基，或等价地方 
程组⑶中的主未知数，可以有不同的选择.尽管如此，我们却可以从定理1及其 
证明得出下述 

推论若卜=匕= .• • = = 0，则齐次线性方程组 （2) 中主未知数的个数不 

依赖于化为阶梯形的方式，它等于 rank A ,其中4是方程组的系数矩阵. 

证明我们已经看到，主未知数的个数等于矩阵 Z (见公式 （5)) 的非零行的个 
数，后者等于矩阵4的秩.而矩阵的秩是唯一确定的.（这句话表明，矩阵的秩作 
为它的内在特征，不依赖于任何外加状况 .） □ 

在下一章中，我们将得到一个有效的方法去计算矩阵4的秩，不需要将 A 化 
为阶梯型.无疑地这将使基于秩概念的一系列论断提高价值.这种论断的一个简单 
而有用的例子是第1章中谈到的线性方程组的可解性准则. 

定理 2 (克罗内克-卡皮里）线性方程组（ 2 )是可解的，当且仅当它的系数矩 
阵的秩等于增广矩阵的秩（见 (3)). 

证明将线性方程组 （2) 写成形式（1)，它的可解性可以解释成下述问题（见本节 
开头 )： 列向量丑是否可以表示成矩阵4的列向量的线性 组合. 如果 B 能这样表示 
(即方程组⑶是可解的)，则 B e 0⑴，… • ，那么 rank ^ ld ), … • ， A ^} = 

rank !/ 1 )， …， A ^ n \ B }, 于是 rank A = r c ( A ) = r c (( A \ B )) = rank (^4| J 5) (见定 
理 1). 

反之，如果矩阵 A 与矩阵 ( A \ B ) 有相同的秩，且是矩阵乂列 
向量组的极大线性无关组，则扩张组 {/ W ， …， B } 是线性相关的，根据§1 
定理 l ， v )， B 是基本列 A ⑴的线性组合.于是方程组 （2) 是可解的. 口 

习 题 

1. 不把 m x n 阶矩阵 A = ( aij ) 化成阶梯形，证明定理 1. 

提示：设 dim K ( A ) = r , dim K ( A ) = s . 选择 r * 个基行；不失一般性，可以假定它们是前 r * 
行 A ⑴， A ( 2 ), ... ，乂⑺.考察由 A 的前 r * 行组成的 rxn 矩阵 A = [乂⑴，乂( 2 )，…，乂⑺].在 
A 中选择 t 个基列，此处 t = dimV c ( A ). 设为 A ⑴，…， A ^\ 因为 Vc ( A ) C IT ,故 t < r *. 对 
于 A 的任意列 A ⑻，可以找到常数 V ,…，^^^^使得乂⑻二〜乂⑴+…+〜乂⑴, 

t 

即 aifc = ApQjp , 1 < i < m . 当•时，这是显然的，因为我们有关于 A 列的关系式 A ⑻ = 

P =1 

AiA (1) + - - - + AtA (t) . 当 i 〉 r •时，运用第 i 行通过前 r* 列的表达式 A ^) — /xiA ⑴ + •. • + /x r A( r ), 
得到 


(^ik 




w 

E 


IMOdk 




9 %/ 

> : > : XpOdp 


t 


r 


t 


〉: Xp 〉: f^i a ip 


Ap a 


ip 


1 = 1 


p=l 


P 


l 


列的线性相关性准则表明， S 但上述证明给出 t<r, 故 s <r. 进一步，考察 nxm 阶转置 

矩阵 


an 


«21 


Oml 


A 


dl 2 


«22 


® m 2 


®ln ®2 n 


a 


得到等式 




〜 ㈤ ， r ^ A ) 




所以根据上述证明 r^s. 綵上所述， 


r = s . 


2. 如同行的情况，交换矩阵 A 的第 s 列和第 t 列，叫作I型初等变换，而将第 t 列乘以常 
数 A 加到第 s 列上，叫作II型初等变换. 

描述矩阵 A 经初等列变换化成的阶 梯形. 用初等列变换将矩阵 A (见公式 （5)) 化为形式 


an 


A 


CL22 


a 


TV 


0 


0 


其中 


an 


泛 11， <222 


3. 证明若 ao _ 0，方阵 


fl 2 fc 5 CL 33 


泛3“ • • 


a 


rr 


9 

1 丄 flii _ 0. 


① 


L =1 


A 


0 0 … 


0 … 


0 


畢 _ ♦ 


0 0 ao 

0 0 ai 

0 0 02 


0 0 … 

0 0 • • • 


0 dn —2 


0 


CLn—1 


的秩为 n. 


4. 设两个矩阵 


A 


a ± OL 2 


Pi 


02 


a 


fin 


5 B 


Oil 

Ot2 • • • 

Oin 

01 

02 … 

fin 

7i 

/y2 • • • 

7n 


①乂是一个 mxn 矩阵，不能写成 diag ( a n ， 如 2 ，…， 5 rr ， 0,…， 0). -译者注. 
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我们发现，给出#等价于给出列为4⑴， • •. ，4 ㈨ 的 m x n 阶长方阵4 = ( aij ). 关 
系式 （1) 和（ 2 )实质上是一 致的. 我们可以写 p = Pa . 

定义 满足性质 i )， ii ) 的映射 p R n — R m 叫作从 R n 到 R m 的 线性映射. 

特别地当 m = n 时叫作 线性 变换. 矩阵4叫作 线性映射的矩阵. 

设以， W 是 M n — R m 的两个线性映射，分别有矩阵4 =(叫）和 W = (<•). 
等式 W =心，成立，当且仅当任取 X e R ' 值 i ^ A { X ) = ^ A ， ( X ) . 特别地， 

乂’⑺= ( fAt ( E ^) = ( pa { E ^) = , 1 < j ^ n , 

所以 =〜•， 故 W = ^4. 

将我们的结果概括如下. 

定理1从到的线性映射与 mxn 阶矩阵之间存在着 一一 对应. 

这里强调指出，谈论任意集合^到 r 的线性映射 S — r 是没有意义的.条件 
i ) 和 ii ) 预先假定了 S 和 T 分别是 IT 和中的线性包. 

我们注意到 m = 1的特殊情况，这样的线性映射 p — R 通常称为 n 变元 

线性函数，由给定的 n 个纯量 a l7 a 2 ， …， a n 给出： 

- ^( x ) = W($i ， $ 2 , … ， x n ) = a x xx + a 2 x 2 + … + a n x n , (4) 

注记我们这里的线性函数和中学时的概念有所区别，那时的线性函 数指： 
ax + 6( 只谈单变元 a ; 的情况). 

线性函数⑷，如同任意的线性映射 ： IT — Rm —样； 可以做加法和纯量乘法. 
事实上，设 WA ， 仰： — M m 是两个线性映射.映射 

‘ (p = a(fA + (3(pB- M n M m , a,/3 G M 

在 X 上的取值定义为 

p ( X ) = a ( fA { X ) + P ( Pb { X ). 

右边是通常的列向量的线性组合. 

因为 


^>{x f + X ,f ) =卿 + X") + p^ B (x f + x /f ) 

= aW A (X f )^- w(X")} + (3W B (X f ) + ip B (X")} 

=i^A{X f ) + (3^ B {X f )}^ {a^ A {X ,f ) + ^ B {x ff )} 

=^ P { x， ) + W (叉" )； 

(p(XX) = acpA(XX) + = aXcpA(^) + /3X(pb{X) 

— X { oi ( fA ( X ) + P ^ pb { X )} = X ( p ( X ), 

所以 w 是一个线性映射（在这里，我们未加说明地使用了 §1的法则 VSi-VSg ). 根 
据定理1，我们有线性变换的矩阵 C ，使得 w . 为了求出 C ,按照公式 （3) 写 


出第 j 个列向量: 


[Clj, C2j •，… . ， Cmj] = = (p c (E^) 

= — A (威 ))+ ^ B { E { n j) ) = W ) + 瓣） 

_ fl 

= [aa\j + /3bij, ota 2 j + /3^2j, … ，⑽ mj_ + 


很自然地，将矩阵 C = (巧），其中元素 〜 =cmy + /%，叫作矩阵义和 J 5 的 
以 a 和/3为系数的线性 组合： 





OiCLli + Pbli • • • OiCLln + 


ran + f 3 b mn 



⑹ 


于是 

Oi(fA + (3(fB = ^ aA +0B. ⑹ 

我们将经常运用下述 事实： 线性函数的线性组合也是一个线性函数 • 

最后，我们指出，如果把所有的行向量 X ， y ， Z 换成 mxn 阶矩阵，对应的运 
算由公式 （5) 确定，并且将§1中对向量空间的法则 VSi - VS 8 重写一遍，就得到了 
法则 VSM ^ VSMg , 因而我们可以定义 mxn 阶矩阵的向量 空间. 如果方便，它也 
可看作是密集写法的长度为 m • n 的行向量空间(将行折断为长度为 n 的段， 
一个排在另一个的下面). 

2. 矩阵的乘积 公式 （5) 和 （6) 给出了 m x n 矩阵的集合以及从 M n 到 M m 的 
线性变换的集合之间加法和数乘运算的一致性.在考虑任意集合时，还有一个重要 
的运算概念，即映射的合成（见第1章§5,第2段).有理由期望，两个线性映射的合 

成应当与矩阵的合成方式一致.我们来看如何做到这一点. 

设仰:， — R s ， 以: — IT 1 是线性映射 ， (pc = ^ Pao 是它们的合成： 



一般来说，在把乘积^ 。写成代7之前，需要验证 W 是线性变换，这 

是很清楚的： 
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(i) (p(X f + X n ) = + X n )) = ^pa(spb{X 1 ) + (fB[X ff )) 

(ii) (f(XX) = (^a(^b(AX)) = (Pa{^b{X)) = X(pa(^Pb{X)) = X(p{X); 

所以根据定理 1# 由某个矩阵 C 完全确定. 

假定映射在列上的作用为 

r r r 

A ，… , x n \ — ^ [ 2 / 1 , ••- , y s \ — , Z m j , 

按照公式 （ V ) 的显式表达： 


s 


s 


n 


n 


s 


Zi 


〉: ^ikVk 



^ik 


〜 x j 




X 3 


k=l 


fe=l 


w 

3 


k=l 


另一方面， 


Zi 


w v 

C ij X j ， 


1，2, 



j=i 


比较所得的表达式并注意到％是任意实数 (j = 1，2, • • • ， n ), 我们得到 


S 


C ij 




ikbkj ， 






⑺ 


k=l 


矩阵 C = (~) 叫作矩阵 4 乘以矩阵 B 得到的 结果. 记作 


c 




AB . 


这样，一个 mxs 阶长方阵 ( a ik ) 与 s x n 阶长方阵 d ) 的乘积是一个 mxn 
阶长方阵 ( Cij ) ,其元素％由公式⑺给出. 

我们证明了 

定理2由矩阵4和 J 5 确定的两个线性变换的乘积 wa 是由矩阵 C = AB 
确定的线性变换.换言之， 


<Pa<Pb = (fAB- (8) 

公式 （8) 是对公式 （6) 的自然的补充. 

我们可以忘记线性变换去求任意两个矩阵4和 B 的乘积4丑，但必须记住，符 
^ AB 有意义，当且仅当矩阵 4 的列数等于矩阵 J 5 的 行数. 在这一条件下，等式 

⑺给出了乘积的 （ i , j ) 元是4的第 i 行4⑷与 B 的第 j 列丑⑴ 的乘积， 

c ij —( 叫 1, • • • ， ai S )[bij, - - - ,b S j] = 乂⑷ J5 ⑴. (9) 


矩阵的行数等于矩阵 4 的行数，而的列数等于矩阵 J 5 的列数.特别 

地，同阶方阵的乘积总是有定义的，但即使在这种情况下，一般来说 ， AB / BA , 
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例如: 



当然还可以有许多其他的方式定义矩阵的乘积（例如行与行相乘)，但是没有一 
种方式能够与上述定义的重要性相比.这并不奇怪，因为我们是通过映射的自然合 
成得到矩阵乘法的，而映射当属现代数学最基本的概念. 

推论 矩阵的乘法满足结合律： 


A { BC ) = { AB ) C . 

证明矩阵的乘积对应于线性映射的乘积（见定理2和公式（8))，根据第1章§5 
定理1，任意映射的乘积是结合的，也可以根据公式 （7) 直接计算进行 验证. 口 

再来看 分配律： 


(A + B)C = AC-h BC , D{A + J 5) = ZL 4 + DB , (10) 


其中 J 5, C，D 分别是阶数为 mxs ， mxs ， sxn，nxm 的任意 矩阵. 

事实上，令4 (心 )， C =(〜),对任意 i ， j 有等式(根据 M 的分配律) 

n n n 

〉 + ^ik)^kj ~ 〉: ^ik^ik + 〉: ^ik^kj ， 
k=l k=l fc=l 


左边给出了矩阵 M + B ) C 的元 素斯， 而右边分别给出了 AC 的元素^和的 
元素 ^-.(10) 中的第二个分配律法则可类似得到. 

3. 矩阵的转置 阶数分别为 m x n 与 n x m 的两个矩阵 


A = 



ail 

d\2 

^ln 

«21 

d22 … _ 

^2n 


汀 ml ^m2 




an a2i … ami 

«12 «22 • • _ « m 2 



汀 In 





叫作互为 转置， 其中的任意一个都是由另一个将行变为列，列变为行得到的（细心的 
读者会注意到，转置的概念已经在§2第1段遇到过了).易见 





t { A ^ B)= t A + t B , 




X f A . 


矩阵乘积的转置满足一个更有趣的规律.如果 


A 


an ai2 … a\ s 

«21 «22 … «25 


^ m 2 





6 li b \2 … bi n 

b 21 ^22 … ^2 n 


^sl ^ s 2 • • • b sn 
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且 

那么 

I 

计算下述矩阵的元素 

( Cii C12 … Ci n \ 

勿勿 … C2n D = t B t A = 

Cml C m 2 . • • Cmn / 

根据公 式⑺： 

n n n 

C ij = 〉 ' a ikbkj ， dji = > 二 ^ f jk a， ki = 、二 a ikbkj ， 

k=l k=l k=l 

表明‘ = Cy 对一切 1 彡 i 彡 m ， l 彡 j 彡 n 成立.因而 * C = D , 或用原来的记法， 

\ AB ) = 

更一般地，如果矩阵 A 1 , A 2 r -, A r 的乘积有定义，则 

t ( A 1 A 2 -^ A r ) = t A r -- t A 2 t A 1 . 

由于§2定理1,性质 rankM = rank ^4 成立. 

4. 矩阵乘积的秩 设4和 B 是阶分别为 m x S 和 S x n 的任意两个矩阵.关 
于 rank ^ J 5 可以知道些什么呢？ 

定理3不等式 

vaiikAB ^ min { rankyl , rankJ 5} 

成立. 

证明 公式⑺给出了矩阵 C = AB 的行 C ⑷和列 C ⑴的表达式 

C ⑷ =4 ⑷仏 = AB^\ (11) 

矩阵4的秩可解释成 

n = rank ] = dim 〈4⑴, A { 2 ) ，…， 4( m ) 〉， 

不失一般性，我们把4⑴，… ,^ ( ri ) 当作行向量基，因为4当中行的变换，附带引起 
了 C 当中行的变换.但这种变换（ I 型初等变换）既不改变 rankA 也不改变 rankC . 
于是 

r i 

A { k ) = ri < k 









从而 

rankC = dirn ^ C ^ 1 ), … .，(7( n )〉< r 2 = rankJ 5. □ 

我们指出，在某些情况下，定理3中的不等式可以是严格的.例如当 A ^ O . B^O 
时，可能有= 0( 见第2段例 2). —般来说，定理3只能简单地断定，矩阵乘积 
的秩不会增大. 

5. 方阵 全体 n 阶实方阵（叫）的集合通常记作 M n ( R ) (或 M n ). 我们在第1 

I 

段结尾处已经指出，亦可称这一集合为向量空间 M n ( R ). 根据第2段， M n ( R ) 中任 
意两个矩阵的乘积仍在 M n ( R ) 中，且满足结合律和分配律. 

定义 称 n 阶方阵的集合构成一个 （结合）环. 

不难验证纯量乘法满足 XAB = ( XA)B = A { XB ), 其中 A e R ， 考虑到这一点， 
集合 M n ( R ) 也叫作一个 R 上的 代数. 

我们要逐步习惯于使用这些名词（关于术语化新对象的分类见第4章)，现在我 
们转到单位矩阵五= ( S kj ) ,此处 


^kj — 


0 


若 k = j ， 
若以 j ， 
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叫作克罗内克 符号. 显然 rank 五= n .用‘代替―，矩阵相乘的法则⑺给出了下 
述关系式： 

EA = A = AE ^ A G M n ( R ). 


更一般地: 
其中 


dia gn ( A )4 = ><A = Adiag n ( A )， 


diag n ( A ) = XE = 


AO • • • 0 
0 A • • • 0 


0 0 • • • A 


( 12 ) 

4 


是我们已经知道的纯量矩阵（见第1章 §3). 所以矩阵4与纯量 A 的乘积 等于力 与 
纯量阵的乘积. 

等式（ I 2 )给出了一个显而易见的事实，纯量阵 diag n ( A ) 与任意矩阵4可交换. 
它的逆命题在应用中十分重要. 

定理 4 在^中，与任意矩阵可交换的矩阵是纯量阵. 

证明引入矩阵及,•，它在第 i 行第 j 列的交点处取值1，而所有其他的元素均 
为零. 如果 Z =(句）是定理中要求的矩阵，则特别地， Z 与所 有的巧 可 交换： 

ZEij = EijZ , i,j = 1,2, ••- , n . 


在这一等式的左右两边做矩阵乘法，我们得到矩阵 



它们分别有唯一非零的第 j 列和唯一非零的第 i 行.比较两个矩阵，立即得关系式 

z ki =^^ 以及 za = Zjj . 改变 i 和 j ， 定理 得证. 口 

对给定矩阵 4 G M n ( R ), 可以试着去找一个矩阵 W G M n ( R ), 满足关系式儿4/ = 

E = W 儿易见 

AA f = E = A f/ A A ff = A f . (13) 

事实上， A ,f = A ff E = A ff ( AA f ) = ( A ff A ) A f = EA ! = A . 这样，若矩阵 W 存在，必 
定唯一.它叫作矩阵4的逆 矩阵 ，记作4- 1 : 


AA~ X = E = A~ X A. 


(14) 






如果 （14) 式满足，称矩阵4是可 逆的. 

定义 矩阵4 e M n ( R ) 叫作 非退化的， 如果它的行（同样地列）向量组是线性 
无关的，即 rank^L = n . 如果 rank 4 < n , 则 A 叫作 退化的. 

定理5矩阵 4 eM n ( R ) 是可逆的，当且仅当4是非退化的 • 

证明 1) 如果45 =五(或 = 五)，则由定理3有 

n = rankE = rankAB ^ min { rank 4, rankB } 彡 n ， 

从而 rank^L = n . 

2) 如果 rankA = n , 贝! 1 

( E ⑴，… ，五 ( n ) 〉- R n - 〈4 ⑴,… , A (n) ), 

于是 

n 

五 0 ⑷，彡几， (15) 

2=1 

并且元素 < 组成的矩阵 w = «) G M n ( R ) 是唯一确 定的. 根据§2第1段（见那 
里的等式⑴和（2))，关系式 （15) 可以写成 

五⑴= AA ^ , 1彡 j 彡 n, 

所以 

五= ( 五⑴，…，五 (n) ) = ，… L 4 ,(n) ) = AA f . 

此处我们将矩阵五和都用它们的列来表示. 

我们指出（见第3段 )4 的转置矩阵也与4 一样是非退化的.因而可以找到 
矩阵使 M B =五.回到第3段并令4〃 = l B , 我们有 

E = f E CAB ) = A f / A . 

于是 

AA !. = E = A n A . 

根据 （13) 式， 4〃 = 尤所以按照 （14) 式 ， W = A ' 即矩阵4是可 逆的. 口 

推论1如果 B 和 C 分别是 m 阶和 n 阶的非退化方阵， 而 AA 任意的 mxn 
矩阵，则 

raiikBAC = rankA 

证明由于定理3和5,我们有 

rankBAC ^ rankBA = ra , nkBA ( CC ~ 1 ) 

= ra , nk ( BAC ) C ~ 1 ^ rankBAC , 
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得到 TsmkBAC = rank ^^ L . 类似地可建立等式 


rankBA = rank^L. □ 

推论 2 如果 A,B G M n (R) 且 AB = 五或 = 五，则 B = A~K 

证明见定理5证明的第 1) 部分， 4 B = £；4 ra n kA = n ，即4是非退化的， 

从而是可逆的. 口 

推论 3 如果 AB ， … ， C ， 乃是非 退化的 nxn 矩阵，则乘积 AB • • • CD 也是非 
退化的，且 

(AB - - - CD)- 1 - IT^C-i … B^A- 1 . 

证明 矩阵 G = ••• CD 的非退化性由推论1给出，而等式 G - 1 = i ^ C - 1 • • • 

B ^ A - 1 可直接 验证： 

Gp - t 1 … B ^ A - 1 ) = AB … CiDD -' C - 1 … B - 1 ， 1 

=AB … （ CC— 1 ) … B^A- 1 = . . . = E. □ 


实际计算逆矩阵的常用方法将在第 7 段给出.在那里也同时得到了定理5的另 
一种证明. 

我们将在第3章给出 A - 1 的一个显式.现在仅仅指出，给定实系数矩阵 A 实 
际计算4- 1 ，或者计算两个矩阵的乘积，需要完成大量的 运算. 在应用中会遇到阶数 
n = 100或更大的矩阵.如果4和 B 是这样的两个矩阵，计算 C = AB 需要按照公 
式⑺(或⑼）找到#个元素⑷，每找一个元素要做 （ 2 n - 1) 次乘法或 加法. 共需 
进行 （2 n - l ) n 2 次运算，也就是说当 n = 100时要做约二百万次 运算. 对于现代的 
计算机，这个问题不难，但如果我们想找到矩阵4的方幂且 m > 1000,计算 
机实现就会发生 困难. 根据定义， A m = A - A ^- 1 ; 但由结合律（见定理2的推论) 
易见 fc ,0^ k $ m , 这将在第四章中在更一般的背景下进行 说明. 为了 
计算人们使用各种附加的手段，它们或者基于矩阵4的特殊性质，或者借用 
于线性代数课程作为解释.我们来看三个例子. 

例1如果 

f ai … 0 、 

| ， 

0 a n I 


则显然 



diag« … O = 


af 


0 
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例 2设 


A 


a c 


0 



对 m 作归纳表明， 


a m c 


a 


m 


b 


m 


A 


m 


a 


b 


0 


b m 


此处 


a 


m 


b 


m 


a 


b 


a 


m_1 + a m - 2 b + ••• + air- 2 + IT- 1 


特别地，若 a 


b ， 有 


m 


a c 


0 a 


a m ma rn ~ 1 c 


0 


a 


m 


例 3 对 m 用归纳法，不难证明矩阵 


A 


0 


的 m 次方幂形如 


A 


m 


fm- 

fm 


1 


fm 

/m+1 


其中整数 /o 


OJi 




l，/2 


l，/3 


2, 


# # « 


它们是用递归关系式 


/m+l 


/m + fm—1 


定 义的. 这些正是斐波那契数（见第1章§3末的例 2) 

引进行列式为1的矩阵（见第1章§ 4 ) 


B 


入2 

y 

\/5 A 


5 

V5 
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其中 Ai 



v^5 


2 


， 入2 


V 5 


2 


不难计算， 


B ~ 




V 5 


\/5 Ai 





• B . 


但是如果三个 n x n 矩阵八 B ， C ， 其中 B 是非退化的，满足关系式4 则 

A m = B ~ X CB ^ B- X CB - B~ X GB ^ B~ X GB = B ^ C^B 


(其中的因子 BB - 1 等于 E , 约去).在这种情况下，考虑到例1和关系式 （16) 有 




0 



B 





\/5Ax 








(* 代表我们不感兴趣的数). 

比较这些等式中第一个和最后一个右上角的元素，得到第 m 个斐波那契 
数的公式 

“ = ¥ = *{( ， '( 翊 . 

因为 lim ) =0,我们看到当 m 充分大时，(近似于几 

m—oo \ 2 I V5 

何级数). 

6. 矩阵的等价类 如同定理4的证明中所述，我们用记 m x m 矩阵，其 
中第 s 行与第〖列交叉处的元素为1，所有其他的元素为 0( 这样的矩阵叫作 矩阵单 
位). 研究 M m ( R ) 中下述形式的 初等 矩阵： 


F s ，t = E — E s ， s — Et，t + E s ，t + Et， s 
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jP s ( A ) = £* + (A — 1) E S ， S = diag { 1, … ，1, A , 1, • •. , 1}, A ^ 0. ( HI ) 

设 4 是任意的 mxn 矩阵. 直接验证可知，如果 F = F s , t 或 F = F s , t ( A ), 矩阵 

是从4通过施行对行的⑴型或 （ n ) 型初等变换得 到的. 

如果 F = F s ( 入), 我们有 （ m ) 型初等变换（用 A 乘以4的第 s 行 A (s) ). 类似 
地，矩阵4〃 = 可以从4施行初等列变换得到.我们从§2第2段和§2习题2 
知道，对行和列施行⑴型和 （ n ) 型初等变换，4可以化成一个左上角为 r x r 非 
退化对角子阵的矩阵，此处 r = rankA (当 r = 0时，4是零矩阵).因为 
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= jPi(ai)jP2(a2) … F r (a r ) 



0 



0 


0 



允许施行 （ m ) 型初等变换，便可以从 4 得到下述形状的矩阵 



(17) 


(这里五 r 是 M r ( R ) 中的单位 矩阵； 三个零分别表示阶为 r x (n - r)，(m - r ) x r 以 
R (m-r) x (m-r) 的零矩 阵). 这样 

… PiAQiQ 〗 … = I ”， （18) 

其中 Pi(Qi) 是 m 阶(相应地 n 阶）初等矩阵 • 

多次提及初等变换是可 逆的. 这与初等矩阵的可逆性是一致的： 

(F ”)- 1 = F s ， t , F s ， t (入疒 1 = F s , t (-A), Fs(X )- 1 = FsiX- 1 ). 

根据定理 5 的推论3,矩阵 P = P k P k —i • • • 巧和 Q = Q1Q2 " Qi 也可逆： 

P-kPr 1 ... P k ~-\P k -\ Q-^Qr 1 ** Q^QT 1 - 


注意都是初等 矩阵. 

称两个 mxn 阶矩阵 A B 是 等价的， 并记作4〜 B ， 如果能够找到非退化的 m 
阶和 n 阶矩阵 P ， Q ， 使得 B = PAQ. 

易见〜是一个等价关系： 

i ) A 〜 A(P = E m ，Q = E n )\ 

ii ) ^4 〜 B B 4，因为 B = PAQ A = 

iii ) B = P ， AQ、C = P n BQ n ^C = PAQ, 其中 P = P n P、Q = Q ’ Q ". 

根据一般原则（见第 1 章 §6)， 所有的 mxn 矩阵的集合按照关系〜划分成互不 
相交的等价矩阵类.因为等价矩阵的秩相等（见定理5的推论1)，等式 （18) 的论证 
表明，可以选择矩阵 （17) 作为等价类的代表元. 

我们得到了下述论断. 
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定理6 mx n 矩阵的集合划分成 p = min { m , n } + 1个等 价类. 所有秩为 r 的 
矩阵都和代表元 (17) 在同一 类中. 

推论每一个非退化的 nx n 矩阵都可以写成初等矩阵的乘积. 

证明所有非退化的 n 阶矩阵都和单位矩阵在同一个等价类中，因为它们的秩 
等于 n . 将关系式 （18) 


PkPk-l * * - P1AQ1Q2 • • Ql =五， 

改写成 

A = P{ X - AH 1 … (19) 

推论得证. 口 

不能断定将4写成初等矩阵的乘积时写法焉唯一的，但这种写法的存在性本身 
就已经非常 有用. 特别地，它可以用来求逆矩 阵 1 . 事实上，从公式 （19) 我们得到 

A - 1 = QiQ 2 • - QiPkPk-i • • • Pi = QP . 

7. 逆矩阵的计算 在上一段的推论中，如果只做行变换，当4 G M n ( R ) 非退 
化时， 从 n x 2 n 阶的扩展矩阵 ㈤ 五）开始，就会得到一系列变换 

( A \ E ) ^ ( PiA ^ E ) • ^4 ( P fc • • • P 2 PiA \ P k • • • P 2 PiE ) = ( E ^). 

这个序列在第 A : 步中止，直到 n x 2 n 阶矩阵左半边的4换成了单位矩阵五.这时 
右半边得到了唯一的 矩阵： A f = A - 1 . 如果矩阵4退化，这个过程可能中断得早 
些，我们将4化成了阶梯形并得到了秩 r = ra nkA 

在第6节开头，取 n 二 3,我们有初等矩阵的实例 

( 1—3 0、 / 1 0 0 \ / 0 0 1 

0 10 ， F 3 ,2(4) =010 ,Fi ，3 =010 

OOl ) \0 4 1 ) 、100 

左乘 nxn 初等矩阵巧的作用未加 阐述. 事实上，它可以看作一个指令，完成与之 
相应的初等行变换. 

再次提醒读者注意下述符号的含义： 

Pi - F s , t ——将矩阵的第 s 和 t 行交换 位置； 

Pi = F s ， t (入) ——将矩阵的第 t 行乘以 A 加到第 s 行上； 

Pi = F S ( X ) —— 将矩阵的第 s 行乘以 A . 

例 4设 
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我们有 



2 

1 

1 











0 1 
1 0 
0 0 








% 1 ) 



0 




0-1 
1 0 





~2 



2 

0 




M 1} 






0 

1 



~2 



2 



2 



0 




M 1} 





为了书写简便，我们可以适当地将同类型的变换同时进行. 
例5设 



我们有 


(綱= f ) 




1 0 0 0、 
0 10 0 
0 0 10 
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巧， 4(1) 
巧’3(1) 

F ^ Ml ) 



2 

1 



2 

1 

1 




Fi ④ 
- > 






F 3 ， i(-1) 



1 

0 

-2 

0 


1 

0 

0 

-2 




2 




2 




A ㈠ ) 
F 3 (-!) 

巧 ㈠ ) 









巧， 4(-1) 

Fi ， 3 (-1) 

Fl ， 2(-1) 




所以， A- 1 = 

在上例中，计算亦可避免.注意到退化矩阵与任意矩阵的乘积都是退化的（定 
理3)，但我们有 


a 2 = 


4 0 
0 4 
0 0 


0 0 
0 0 
4 0 


= 4 E ; 
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因而4非退化， 1 是存在的. 

A = A 2 A~ x = AE - A~ x = 4 A -1 A ~ 1 = - A . 

4 

注记 在施行系列初等行变换时，应当避免一个典型的错误——将前一个变换 
中改变了的行加到未改变的行上.例如算法 

a M 1} ^ 

巧， 2⑴ 

是模棱两 可的： 不清楚其中作用的顺序， 先巧， 2 (1),后先仏以)，后巧， 2 (1)， 
或同时进行？不同的方式得到了行^ (1) ,^ (2) 的不同表达.在例5中，我们合并的只 
是同类型的变换，而如果我们打算按照上述方法用计算机进行计算，那么线性调整 
初等变换的序列是自然的. 

上述求矩阵的秩以及逆矩阵的方法，叫作 P 约化， 或更一般地，矩阵到标准 
型 (17) 的 （ P ， Q ) 约化. 

8. 解空间 从§2和§3开头的导言得知，带有 m x n 阶系数矩阵4和自由项 
BeR m 的线性方程组可以写成 ， 

AX = B (20) 

(其中 X =•••，〜]是高度为 n 的列).假设 m = n 且方阵 A 非退化（见第5段)， 
用 1 左乘矩阵等式的两端 ： X = EX = ( A ~ 1 A)X = A - 1 ( AX ) = A ~ X B , 我们得 

到方程组 （20) 的解，并且该解是唯一的.解的这种方便的写法并没有使我们免去必 
要的计算，因为 1 并未预先给定.但我们仍然满意地指出，矩阵工具的运用至少 
使人得到了美学上的快感.现在我们运用这一工具来求齐次线性方程组 

AX = 0 (21) 

的全部解.先来看一个基本事实，若是齐次线性方程组 （21) 的解，贝 !] 它 
们的任意线性组合也是 （21) 的解： 

^(叫义⑴ + a 2 X ^) = 处^\：⑴ + a 2 AX (2) = 0. 

因而可以谈论齐次线性方程组的 解空间 ——线性包： 

V A = (X e R n \AX = 0) c R n . 

设 s = dimVA ,^ = rankA 根据定义 s < n，r ( min { m ， n }. 那么 s 与 r 之间存 

在什么联系呢？ 

定理7等式 r + s = n 成立. 
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证明选择线性包 h 的一组基 X ⑴，… ： ( s ) ，并扩充成全空间 IT 的基 
义⑴，… , XW . 如 p §1定理2的证明（或§1习题 6) 所指出的， 

这件事总能办到，任取向量义=⑷ eM n ， 有 

i=l 

71 

AX = Y ^ oliAX ^ = a s +1 AX (s+1) + … + a n AX ^ n \ 

z=l 

所以 §2 定义的线性包，称之为矩阵4的列空间， 

V c ( A ) = 〈4⑴，…， A ^) = 〈: nA ⑴ + . •. + x n A ^\ xieR n ) 

= ( AX\X e R n ) c R m , 

与线性包〈儿 \：( s +1 )， … , AX ^) 重合. 

特别地 ， r = dim V c ( A ) ( n - s . 但是向量 AX ^ S+1 \ - - - , AX ^ 是线性无关的， 
因为从 

0= J 2 = A ( J 2 PkX ㈨ ) 

fe ^ s +1 fe ^ s +1 

得到 L ( hX ⑻ G F A ， 而由于 X ( s + D ， …， X ⑷的选择，仅有的可能性为 

fe ^ S +1 

0 s+i =…= /8 n = 0. 于是 r = n — s . □ 

注记如果使用线性变换的语言（见§3第1段)，显然有 

Va = ker ( f A , Vc ( A ) = lnup A , 

即由 4 确定的线性变换 ^ a ： M - E - 的核与像.对于我们来说，这种方法只是作 

为引入矩阵概念的一个说明. 

为了找到空间 V C ( A ) 的一组基，我们要在4中选择 r 个列向量基，方法之一是将 
4化为阶梯形，或者用第3章指出的办法置换矩阵的列，或等价地，重排未知量，可 
以使前 r 列4 ⑴，… •， A ⑺成 为列向量基.这时，在关于未知量“的新方 
程组中，…，4成为主未 知量. 任意 r + 1 个列向量 W 1 )， …， ^『)， W 『 + fc )， A ;>0, 
都是线性相关的，根据§1的定理 lv )， 可以写出关系式 

x^ ] A {1) + x ( 2 k) A^ + …+ xl k) A^ + 4 (r+fc) = 0, A; = 1 ， 2,…， n - r. 

(n - r ) 个列向量 


妙)=，々，工,。，…，0， 

_ _ 

x ( 2 ) = 4 2) ,4 2 )，... ^ 2 )， 0 ， 1 ，…， 0 ， 

( 22 ) 


X ( n ~ r ) = 


a^ n — r ) 




，0,0, 


參 • 
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显然是线性无关的（根据后 n - r 个分量的特殊形式)，它们是齐次线性方程组 （21) 
的解，根据定理7,构成解空间的一 组基. 显然，若(带撇的）新自由未知量取值 

4 +1 = 0 ， ... ， x f r+k = 1, • • • , x f n = 0, 

则得到解 

r 秩齐次线性方程组= 0的解空间的任意一组基称为一个 基础解系. 向量 
组（ 22 )也叫作 规范 基础 解系. 根据§2定理1的推论，它的秩 s = dimV A = n - r , 
等于该方程组的自由未知量的个数. 


习 



1. 在下述映射中，哪些是线性映射： 

a) [xi ， $2, _ • • ， x n i— > rc n ，• • • , X2j Xi ; 

b) [Xi ， X2, … ,Xn] ^ [xi,X 2 , •••，<]; 

C) [x!,x 2 r- ,X n ] ^ [xi,X! + 心 ，…， + ••• + 〜 


2. 证明 


求矩阵 


的逆矩阵. 
3•验证 ( 



-1 \ 3 


4. 马尔可夫（或随机）矩阵在应用中十分重要： 

n 

p = (Pij ) 5 Pij 彡 0，= 1， i = 1 ， 2,… • ， n. 

J = 1 


由马尔可夫矩阵确定的线性变换 fp 通常作用于概率列 向量： 

n 

X = [xi, - - - ,x n ], Xi ^ 0 5 = 1. 


从下述论断可见，这些来自于自然科学问题的定义是协调的论断，即便对 n = 2, 也需 
要证明. 

a ) 矩阵 P e M n ( E ) 是马尔可夫的，当且仅当对任意概率向量 X , PX 仍然是概率向量（此 

^tPX = ip p (X)). 



b ) 如果 P 是正的马尔可夫矩阵(即 Vi , pij > 0), 那么任意概率向量 X 对应到正的概 
率向量 PX (所有的分量严格大于 0). 

c ) 如果 p 和 g 都是马尔可夫矩阵，那么矩阵 pq 也是马尔可夫矩阵.特别地，马尔可夫矩 

阵的任意次方幂是马尔可夫矩阵. 

5.若 

/ 1 1 1 1 
1-1 1 -1 

H = 

1 1 - 1-1 
\ 1 -1 -1 1 

求 . if . 

6 . 由&中的 n 阶循环（见第1章 §8) 确定的置换矩阵（行单位阵五 n ) 为 

0 0 … 0 1 

1 0 … 0 0 

0 1 ••- 00 


0 0 … 0 0 
0 0 …10 

验证 P n = E. 

7. 对于任意两个 m x n 矩阵 A 和证明 

rank(A + B ) 彡 rankA + rankB . 

8. 对于任意的 m x s 矩阵 A 和 s x n 矩阵证明 

rankA + rankB — s 彡 rankAB . 

9. 设 A (7 是 n 阶方阵，若 ABC = 0,则 

rankA + rankB + rank (7 彡 2 n . 





10. 求矩阵 



xiyi 

X 2 Vl 


XuVl 


xiy 2 

X2V2 


XnV2 



Xiy n 

X 2 Vn 


^nyn 



的秩 • 

提示 ： A = [町，…. ， r n ]0/ i ， … ， yn ). 

11 .若 A = ( aij ) 是非退化对称矩阵（即 ay = dji ), 证明 A 一 1 也是对称矩阵. 
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12•设 


A 


5 4 3 2 1 
4 8 6 4 2 
3 6 9 6 3 
2 4 6 8 4 
1 2 3 4 5 


F 


2 3 2 1 

3 6 4 2 

4 8 6 3 

2 4 3 2 


求 A — 1 和 F 

13. 验证 


一 1 


A 


a 


c d 


^ad ~ be ^ 0 A 


一 l 


ad 


1 / d —I 

— bc \ —c a 


特别地， 


ad — be 


1=^A 


一 l 


d —b 


—c 


a 


如果 ad - &c 


0, A " 1 存在吗? 


14. 证明任意矩阵 


A 


a 


c d 


满足关系式 


A 2 


(d + d^A — {(id — bc)E 


(23) 


(换言之 ， A 是二次方程 a : 2 — (a + d ) a : + (ad — be )= 

15. 如果 ad - bc ^ 0, 运用关系 (23) 求逆矩阵 A 


0的一个“根”) 


一 1 


16. 证明若 


a b \ 
c d ) 


◦，则 


a 


c d 


0 


17. 阐明下述 论断： 设 m x s 矩阵 X 被水平线和竖直线划分为块（或长方块)， 


X 


11 


X 


X 


12 


X21 X22 


X lk 

X 2k 


X n 


X l2 


X lk 


这里 Xn , - - - , Xik 都是 mi 行矩阵 （mi 


(si + 

如果 


• • • 


+ Sk 




s ). 



11 


Y 


Y 21 


• • # 


rrii 




m )， 而 Xij ，• • •， Xij , 都是 Sj 列矩阵 


Vl 2 

r 2 2 


參♦參 


r 2 


Vkl Vk2 


是一个 s x n 矩阵，它的块 


的阶是 




% 


x rij(ni + 


# • • 


+ n r 




则乘积 




xy 是有意义 


的，并且矩阵 z 




( zij ) 可以分块计算，它的块可按公式 （7) 形式地 写出: 


Zij = XnYij + X^Y2j + • • • + XikYkj^ 




由于矩阵的阶所满足的条件，乘积也是有意 义的. 矩阵的分块法即便在最简单 
的情况下也会带来方便，例如 



此处 A.B.E.Qe M n (R)(E 是单位矩阵，0是零矩阵) • 

18 . 令矩阵 

X = (xij) G M n (M) , T = (tij) E M n (M). 

证明： T 左乘 X 得到行 X ⑴， ... , X ( n ) 的线性组合，而右乘得到列 X ⑴，的线性组合， 
特别注意到如果 

1 t±2 ti3 • • _ ti n 

1尤23 … t 2 n 


0 0 0 … 1 




是上三角矩阵，则 



-^( 1 ) + ^ 12 ^( 2 ) + • • • + ti n X^ 

义 ( 2 ) + …+ t2n^(n) 

• • • 

X(n) 



是从 x 经过一系列 （ n ) 型初等行变换得到的矩阵. 




第 1 章 § 4 的公式 （3) 和⑼给出了当 n = 2,3时未知数与方程个数均为 n 的线 
性方程组的解，这使人想到对于任意自然数 n ， 类似的求解公式是否存在的问题. 

归根结底，我们需要的是对所论公式中分子和分母的正确解释.我们将说明怎 
样将它们看作从 n 阶方阵的集合到实数集 M 的一个“通用”函数 det : M n ( E ) — E 

的值. 函数 det (行列式）的有效构造也将给出对第2章提出的其他许多有关矩阵问 
题的回答.事实上，行列式理论在数学中的作用远比我们涉及的问题广泛，并且这 
一理论的每一种应用都引出了行列式自身的构造方法.其中最自然的方法之一是几 
何方法，它基于“矩阵行列式与多维图形体积”以及外 n 形式的类比.因为需要更 
多的技巧，故而我们将采用“分析”方法，仅在开始时借助于几何直观. 

§1行 列式： 构造和基本性质 

1. 几何背景 在引入行列式的一般概念之前，暂时忘记我们的任务，先来计算 
最简单的几何图形 一 平行六面体的体积. n 阶方阵4 =沁0)对应于一个平行 

六面体 

= 4⑹)， 

它的边由矩阵的列 W 1 )，^ 2 )， …,,即向量（或点）义⑺= [ ai j ? a 2i , ••- , a nj ] e R n 
给出. n (4 可以看作是 R " 中的一个子集，由形如 

xiA ⑴ + …+ x n A^ n \ 0 ^Xi 

的点组成（在具有直角坐标系的空间中，我们将列向量及其端点视为同一).当 n = 1 
时，平行六面体叫作线段，而 n = 2时叫作平行四 边形. 

n 维平行六面体的体积 <1104)) 由归纳法定义为它在 IT - 1 中的 ( n -1) 维底边 
的体积 <11(^4 ⑴，… ，^ 1 )))与点到底边所在超平面的垂线段的长度/ I 的乘 
积. 例如线段 （n = 1) 的体积是它的长度，平行四边形 （n = 2) 的体积是它的面积. 
我们现在不讨论度量体积的一般理论. 
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直接计算表明，不计符号 


第3章行列式 




•(乂⑴，，))) 


an 


«21 


r ( n (， w 3) )) 


«12 

« 


«22 



an 

«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«31 

«32 

«33 



(2 阶和3阶矩阵的行列式由第1章§4公式 （2) 和⑻给出). 

对于任意排列的多个点4 (1 )，4 (2 )，…，无条件地保留形如 （1) 的公式是一件诱 
人的事情，如果运用 有向体积 的概念，允许平行六面体的体积取负值，这件事就有 
可能实现. 

例如当 n = l 时，线段 


的有向长度取 a < 0.当 n = 2时若有序向量与基向量 ( ei , e 2 ) 在平面 
R 2 上的定向一致，平行六面体 n (^ L ⑴， W 2 )) 的面积取正号，否则取负号.在这样的 
意义之下，自然导出了公式（1)，且任意 n 阶矩阵4的行列式|4|可看作平行六面体 
的有向体积，记作： 

det A — v ( n ㈤ ) • 

与标准列五⑴=[0, …，1，…， 0] 相应的基向量巧使得 

A^ j) = p A (E ⑴)， 

它是基向量~在线性变换 ( p A ：X -^ AX 之下的像（见第2章 §3). 故平行六面体 
n ( A ) 是单位立方体 n ( E ) 在线性映射之下的像，而因为^ ( n (五 )） =1，行列式 
det cp A = det A 等于有向体积的变换系数.事实上，应用料，可以将任意图形的有 
向体积，不仅是单位立方体，转化为 det 4(见 [ BAll ]). 

现在我们易于列出检验的平行四边形有向面积的一些性质： 

1) wn ^^ 1 )，^ 2 )))^： -火珥义⑶，/ 1 ))); 

2) r(n(^4 ⑴ + a^4( 2 ) ， 4 ⑵ ) ） ^^(no^ 1 )，^ 2 ))); 

3) i ；( n (£；)) = i . 

性质 1) 和 3) 前面已谈到过，性质 （2)( 当 n = 2时）的图解见图14,它基于三 
角形的 全等. 当 n > 3日也平行六面体体积的性质 1)-3) 不是非常直观，然而无论 
从任何途径引入行列式理论，都应当满足上述三条性质，这一事实是完全清楚的. 


§1 行 列式： 构造和基本性质 
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此外，我们还需要得到行列式的其他一些性质，比如用于对任意给定的方阵4计算 
det A , 从而计算 v ( U ( A )), 它们在算法上是可行的且易于实现的. 



2. 组合-解析方法 


A = 



两个外观相近的符号 


^ln 





det A = 


an 

CL12 … 

ain 

«21 

<222 … 



^nl ^n2 



( 2 ) 


对于我们并不陌生，我们以后将经常地使用这两个有本质区别的符号.其中若4是 
一 个填写了系数（通常为数）的正方形表格，那么这个表格的 n 阶行列式以两条垂直 
线为界，它是一个属于矩阵4的数（或表达式)，由下述的完全展开式 定义： 


det A. = > : S'cr^'lcr(l) ^2cr(2) ^ncr(n) • (3) 

(r£S n 

换言之，矩阵 4 = (%) 的 行列式 detA 是取自不同行，不同列的系数叫的所有可 

能乘积的代数和.在每一个乘积中，因子按照行脚标的顺序书写，而列脚标由行脚 
标在置换 aeS n 中的像 a ( l )， a (2)， …， a ( n ) 确定.在这种记法下，和式 （ 3 ) 中共有 

n ! 项； 对应偶置换的各项取正号，而对应奇置换的各项取负号.两种加项的个数相 
等，均为 n !/2, 与第1章§8的关系式 （11) 一致. 

简单的验算表明，当 n = 2 和 n = 3 B 寸，公式 （3) 与我们已知的表达式 相同. 

设 n = 4 且 cr = (l 2)(3 4) •则 ~ = 1，而 a lj < T ( i ) a2 , a ( 2 ) a3 , o -( 3 ) a 4 , o -( 4 ) — (^ 12 ^ 21 ^ 34 ^ 43 • 这 

就表明，在四阶彳了列式中，加项^12^21^34^43取 正号. 仔细地写出 4 阶行列式的全 
部24项，并注意观察符号的分布是一个有益的练习，可以导致对第1章§8内容的 
切实掌握.当 n = 5时写出5阶行列式120项的练习看来不是十分必要.根据第1 

段的看法，我们希望作为出发点的公式 （3) 可以对任意阶行列式提炼出我们需要的 
所有的性质. 

3. 行列式的基本性质 行列式的性质不多，但是为了表述，主要是为了理解它 
们，需要约定一些术语和符号. 




以后我们沿用第 2 章的符号体系，用 

^■⑷二 (叫1 ， CLi2 5 • • • ， ^- m) 5 f = 1 ， 2 ， • • • ，几， 

义⑴ = [aij,a 2 j . • • ， a nj ], j = 1 ， 2, • • • ， n ， 

分别表示矩阵 4 = ( c ^) 的第 i 行和第 j 列.矩阵 4 本身既可以写成以行为元素的 
矩阵 

^ — [^( 1 ) 5 ^( 2 ) ， . . . ， ^( n )] 

(即各行排成的一列)，亦可写成以列为元素的矩阵： 

( A ⑴,义⑺，… ， A ㈨ ） 

(即各列排成的一行).我们约定，以后也可以将 n x n 矩阵4的行和列称为 n 阶行 
列式|叫|的行和列. 

根据定义， || = det ( determinant 的缩写）是一个函数，它把方阵 A 对应到一个 
数|4| = detA , 我们的任务是研究当改变矩阵4的行和列时，这个函数如何变化， 
这里将行和列看作线性空间 M n 中的元素（向 量). 如果需要 ， det A 可简记作 n 个 
变量的函数 d e t [4 ⑴ ，…， 4( n ) ] (见第1章§5第2段)，或者 det 04 ⑴，… ， AW )， 变量 
是]^中的向量. 

一个函数 P 0 ⑴，… ,^( n )] ^⑴，… 4( n ) ) 叫作多重线性的，如果它在 
每一个分量^⑷上都是线性的，也就是说 

⑴ ，…， olA ^ + ( 3 A f ^ ，…， A ( n )) 

=⑴，_ .. ，⑷， ... ， A ( n )) + ⑴， •.. ， ... ， A ( n )) 

(与第 2 章 §3 的第 1 段比较).如果 

⑴，… 

，乂⑷ ’ A(i+1) ’ • . •"(n)) (4) 

= — ⑴， • • • ， A ^ + 1 ) ， A ⑷， ... , A ( n) ), 1 ^ z ^ n - 1 , 

则称函数 D 为斜对称的(见第1章§ 8 第4段). 

注记1从线性函数的定义（见第2章 §3(4)) 可知，函数 D 是多重线性的，当且 
仅当对于固定的 A (1) ,... ,A ( i - 1 )， 义 ( i + l )， …，义 ( n ) 以 及义 ⑷ =X = ( xi , - - ，: T n ) ，我 

们有 

^( A ( l ) ， . • • ， A ( n )) = OLxXi + a 2 X 2 H - + OL n X n , 

其中 ai , ••- , a n 是不依赖于 Xi , ••- , x n 的 纯量. 

注记 2 多重线性函数 P 的斜对称性等价于 D 满足关系式 


D ( 乂 (1)， • • . ，乂 (i— 1) ， X, X, ^l(i+2)，. . . ，乂 (n)) = 0，1 ^ ^ n — 1. 


(4，) 


行列式：构造和基本性质 _ ^ 

事实上，在⑷中取义⑷=~ +1 ) = X ，我们得到（40,反之，取 Z = 乂⑷ 

由于 P 的多重线性性，（ 4/ )导出了关系式 

幻 (.. •，乂⑷，乂⑷ ，.••）+ 幻(. •• ， 乂 ( i + i ) ， ^4( i + i ) , •. •) 

+ P (. .. ， A ⑷， A ( i+1 ) ,.•■)+!)(•••， A (i+1) , A ⑷ ， • • • ） 

=P (… ， A ⑷ + A (i+1) , A ⑷ + A( i+1 ) ，… ） = 0. 

式中的前两项为零（在 （ f ) 中分别取 X = 4⑷和 X = A ( i +1) 即可)，所以后两 
项的和为零，得到关系式 （4). 

同样的定义和讨论亦适用于列向量函数 P (，)， … ，乂 ㈤ ).更一般地，斜对称性 

条件⑷适用于任意函数 P : — R ， 其中是集合 M 的笛卡儿幂，我们再一 

次指出，根据第1章引理2,当交换两个自变量的位置时，斜对称函数变号. 

注意到在公式 （3) 中，矩阵4的行与列的地位乍看起来是不平等的.但如果交 

换 A 的行和列，则有转置矩阵 4( 见第2章§3,第3 段). 因而要进行一下两个值 
detA 和 detM 的 比较. 答案由定理1给出 • 

定理 1任意方阵 A 及其转置 M 的行列式 相等： 

det f A = det A . 

证明令乂 = ( aij )M = «•)， 此处 < = 并注意到对任意数码 fc e 
{1,2, …， n } 和任意置换 tt G S n ,k = 我们发现乘积 

的有序因子在置换 7 T _1 的作用下给出 

a ’7T_i(l)， 丌 -1( 丌⑴)… a ’7r-i(n)， 丌 -1( 丌 (n)) =。:- 1 ⑴，1 … 

~ 汀1 丌-工⑴ • • • a n7r _1 (n)* 

如果再考虑到^ ，(事实上 三 7 T • ^7 r -1 ~ ^7 r 7 r -1 = = 1)，而 {7 r _1 |7 r G S n } = 

( 7 r l 7r ^ ^ n } = * S n (因为 7 T H 7 T _1 是从 S n 到自身的一个一一映射)，那么根据公式 

⑶有 

_ 

det Stt a l,7r(l) a n,7r(n) ~ €n ~ 1 心- 1 ⑴， 1 … a : -1 (n)，n 

~ > : ^ l , cr ( l ) * ^ n , cr ( n ) ~ det 儿 口 

( TES n 

注记 3 定理 1 的论断表明，如果行列式满足某种相对于行（或列）的性质，那 
么该性质相对于列（或行）也被满足. 

定理 2定义在集合 M n (M) 上的函数 det : det A 具有下述性质. 

Dl. det A 是矩阵 A 的行的斜对称兩数（即交换任意两行时，行列式变号). 

D2. det A 是矩阵 A 的行的多重线性函数（即矩阵 A 的行列式是它的任意一行 
A {k) 的元素的线性函数). 


D 3. det E = 1. 

证明 Dl . 设 W 是由 A 交换行 A ⑷， A ⑷得到的矩阵，也就是说 W (s) = A ⑷， 
乂/⑷= A ⑷，= 乂⑷ 若 i 參 S,t. 将任意置换 7T E S n 写成 7T = ar 的形式，其中 

丁 =㈤ 是一个对换（见第1章§8第3段公式 (100 关于 置换仄 的确定)，我们有 

det £ tt a l j7 r(l) a n, 7 r(n) 

7 TG 5 n 

— > : ^ (JT ^l,<rr(l) ^s,crr(s) ^t,crr(t) ^n,crr(n) 

aESn 

= £<Jr a l,o-(l) a s,a(t) a t,cr(s) a n,a(n) 

(TES n 

= 〉 : S<JT ^1,<t(1) ^t,cr(t) ^s,(t(s) ^n,a(n) 

(TES n 

= — £ a a l,a(l) * * • a n,a(n) — — det A. 

aESn 

D 2. 设 A = (%•)， 并设乂⑻ = \ f A[ k) + \ ff A f l k) , 其中撇号指出了辅助矩阵 

乂 , = [ 乂 (1), • • • ，乂 (fc— 1) ，乂 ’ (fc) , 乂 (fc+1) , ，乂 (n)], 

^ ~ ■⑴， • • • ， A(/c-1) ， A(fc) ， A(/c+l) ，.’ • ， A(n)_ • 

\ 

根据条件 

a kj — + \ n of ^ j , j = H .. ’， n . 

基于注记 l ， det 4 关于第 fc 行的元素的线性可以给出下述 论断. 由定义 


det[4 ⑴， ... ， A {k) ， .. • ， A {n) ] =detA 

= 〉: * ^k,cr(k) ' ^n,<r(n) ~ 〉: Pcr^/e,<r(/e) 5 

O' ^ (J^i S^i 

\ 

其中 wes n ， 是系数，它不依赖于行 A ⑻的元素.将脚标满足 (7 ⑻ = j , aes n , 
的如合并同类项，并设巧= E 如，我们就得到了所需的线性 

cr { k)=j 


71 

det [… ， A ⑻，…]=^2 a j a kj， 

3=1 

71 

det [… ， A’A’( fc )+ A"A’ (’ fc ) ,•••] = [ aj(X f a f kj + A"c4 〜) 

J = 1 



n 


n 


A’ [ otja f k j + X" [ otja^j 






= A 7 det [- - - ，…] + A" det […， ，•••■• 



_§1 行列式：构造和基本性质 _ .91. 

简言之： 

det A = X f det A ! -h \ n det A n . 

D 3. 显然 ， detE = ⑴… ^ n , a ( n ) 

CTESn 

= ^n,n = □ 

定理 2 蕴含着几个简单的结论，我们简述为行列式的性质，但我们将在更广泛 
的情况下，对具有性质 D 1 〜 D 2 的任意函数 M n ( R ) — R 进行证明. 

D 4. 设 AeM n ( R )， AeM . 贝!！ 

det XA = X n det A . 

证明 对下标为 1,2,... 的行依次运用性质 D 2, 我们有 

V (\ A ) = V [\ A ^, AA (2) , •.. ， AA ( n )] = AP [ A ( i ), AA (2) ， . • • ， AA ( n )' 

— A 2 X >[ A ( i ), A ( 2 ), . • • ， A 乂 ( n )] = = A n X >[ A (!), A ( 2 ), • • • ， A ( n ). 

= \ n V { A ). □ 

D 5. 有一行为零的行列式等于 0. 

证明设 A ⑻ = (0, 0, …， 0 ), 那么也有 2 A {k) = (0, 0, • • • , 0) • 根据 D2, 

P ( A ) = V [ A ^ , . • • , A #) , ... , A ( n )] 

— 幻 ¥ ⑴， • • • ， 2^( fe ) , • • • ， 乂 ( n )] 

= 2 幻 1^(1)，. •• ，乂 ( A :)，... ，乂 ( n )] = 2 V ( A ), 

从而 V ( A ) = 0. □ 

D 6. 如果在方阵 A 中有两行相同，则 A 的行列式等于 0. 

证明 取满足性质 D 1 〜 D 2 的任意函数在4中交换两个彼此相同的行 
^( S ) ^( t ), 我们仍然得到矩阵儿另一方面，由于幻满足性质 D 1, P ( A ) 的值变号. 
这样 V ( A ) = - V ( A ), 从而 2 V ( A ) = 0, V ( A ) = 0. □ 

D 7. 如果对行列式的行施行 （ n ) 型初等变换，其值不变. 

证明 考察施行一次初等变换的情况就足够了.设矩阵 W 是由矩阵 4 的第 f 
行乘以 A 加到第 S 行上得到的.由于 P 的性质 D 1 和 D 6, 我们有 

T >( A f ) = : D ( A ⑴，…， A ⑷ + AA ⑷,… , A ( n )) 

= P (. • • , A ⑷ ，•••）+ AP (. • • ， A ⑷ ，•. • ， A ⑷ ， • • • ） 

= P ( A ( i )，. •. ， A ( n )) 

= V ( A ). □ 

注记 4 上述证明说明，满足性质 D 1 〜 D 2 的任意函数 P : M n ( R ) — R 亦满足 
性质 D 4— D 7 (将记号 det 换成 P ). 



是一个 n 阶上三角矩阵，五是单位矩阵，且 P : M n ( R )-> R 是满足性质 D 1 〜 D 2 的 
任意函数.则 

V(A) = V(E)ana 2 2 --a nn . 


证明 


根据注记4,我们可以运用性质 D 2 和 D 7. 根据 D 2, 将 




移到符号 


现在对 Z 施行（ II )型初等变换，从符号 P 内矩阵的第 i 行减去最后一行与知 n 的乘 
积. 这时最后一列的元素变为零（除^= 1)，而矩阵中所有其他的元素保持不变. 
对所得矩阵的倒数第二行施行同样的论证，等等.依序施行一次，元素知提到符号 
P 之前，论证重新开始.施行 n 次之后，我们确定 



即为所求. 

推论如果 Z 是形如⑹式的矩 ，阵， 则 




det A = 611622 … ttrm- ( 6 ) 

证明 因为 det 五=1 (性质 D 3) ，推论直接由命题1得到. 口 

公式 （6) 也可以从后面更一般的结论得到.先给出下述 
定义 从矩阵 A =(叫,）中去掉第 i 行和第 j 列得到的矩阵的行列式记作 
称为矩阵4的对应于元素叫的 子式. n Aj = 叫作元素％•的 代数 

余子式. 

命题2若 

an ai2 … ain 

0 (222 •… Cl2n 


0 0^n2 ••’ a nn 
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则 

det A = . 

证明因为 detA = detM ( 定理 1) ，又因为 a n 是第一列 4 ⑴中唯一的非零元 
素，故当 7T(1) 笋 1 时 ，〜⑴， i = 0 ,且 

det A = 〉: ⑴， • • • 〜 ㈤# = 〉: ^7r^l,1^7r(2),2 * * * ^7r(n),n* 

neS n ,n(l)=l 

保留第 1 个元素 1 不动的置换 7TG5 n 的集合与作用在 {2,3,… ， n } 上的置换的集 
合 &-1 重合 . 这样， 

det A — (Xu ^ : E(j a a ( 2)，2 • • • ^<T(n),n 

o' G S n — i 

0^22 … CL2n 


=an . = aiiMn. □ 

^n2 ••• ^nn 


将命题 2 应用于上三角矩阵 ^ 得到等式 detA - a n Mn , 其中 

CL22 * 

Mn = ••• 


是阶数比 detZ 少1的同类型的行列式.显然由归纳法可得公式 （6). 

上述性质提供了较简单地计算 n 阶行列式的可能性.方法之一如下.将矩阵 A = 
( aij ) 用初等变换化为上三角形（见第 1 章 §3). 得到了形如⑹的矩阵 A 假设在过程 

中完成了 g 次⑴型初等变换和若干次 （ n ) 型初等变换.由于后者不改变行列式的 
值 (D7), 而每一个⑴型初等变换将行列式变号(乘以 (-1)), 故 detZ = (-l)^detA 
由公式（6)，我们有 

det A = ^ 11^22 * * ' ^nn- 

这时 

det A = (_l)%ii& 22 …沒 nn . ⑺ 

得到计算 det A 的一种公式. 

现在我们来根据公式 （ 7) 说明行列式的性质 D1-D3 所起的作用. 

定理3设 P : M n ( R )— R 是具有下列性质的 函数： 

i) 当交换矩阵 A e M n (R) 的任意相邻两行时， V(A) 变号； 

ii) 是 A 的每一行的线性函数（换言之， V(A) 是矩阵的行的斜对称多重线 
性函数). 
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则 


第3章行列式 


V { A ) = V { E ) • det A . 

证明我们知道，性质 i ) 等价于说，当交换任意两行时，即在任意（ I )型初等 
变换下， 变号. 根据注记 4 ， P ⑷具有性质 D 4 — D 7 .特别地，幻⑷的值在矩 
阵4的行经过 （ n ) 型初等变换后不变. 

借助初等变换将矩阵4化为上三角形（5)，其中某些知可能等于零.考虑到前 
面的事实，我们有公式（见 （7)) 


det A = (-l) 9 detA = (-l)Mii 622 . • .a nn , 

其中 g 是从 4 到 Z 所做的 （ I ) 型初等变换的个数.关系式 V { A )= V ( E ) det A 现在 
可以直接从命题 1 得出. 口 

由此可见，函数 det 的性质 D 1— D 3 唯一地刻画了这个函数.基于这一理由， 
我们将它们列为行列式的基本性质.从一开始就把具有性质 D 1— D 3 的函数 P 叫作 
行列式也是可以的，但在那种情况下就必须证明它的存在性.对于我们来说，存在 
性是由函数 det 自身的构造——公式 （3) 保证了的. 

考虑到定理3今后的应用，我们没有在定理的叙述中加入规范化条件 V ( E ) = 1. 

习 题 

1. 将下述三个变量的斜对称函数 A : R 3 — R 

A(x,y,z) = (y - x)(z - x)(y - z) 


写成三阶行列式的形式. 

2•设 A = ( aij ), A f = { o ! ij ) 是两个 n x n 矩阵， 
A 和 



b ) a 





= Q-n+l — 

— On+1 —J # 


3. 证明 


是它们的行列式.在下述情况下比较 





§2 行列式的进一步性质 
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§2行列式的进一步性质 


1. 行列式按一行或一列的元素展开 有一种计算行列式的常用方法，基于逐次 
降低行列式的阶数.它需要用到子式和代数余子式的概念（见§1的定义). 

定理1设 A = ( aij ) e M n ( R ). 下述公式 成立: 

n n 

detA = ^2 — D o^ijAij (1) 

i=l i==l 

(行列式按照第 j 列的元素展开)； 

71 71 

det A = Ajj (2) 

)=i j=i 


(行列式按照第 i 行的元素展开). 

换言之，矩阵 A 的行列式等于某列（或某行）的一切元素与它们的代数余子式 
的乘积之和. 

证明 1) 根据基本性质 D 1 和 D 2, 行列式(先对应于列，而后对应于行)满足一 
系列等式： 


det A = 


an 

… a lj 

… ^ln 

^21 

i _ _ . _ 

… d2j 

… ^2n 

P v w 9 9 

&nl 

• • • a n j 

• . • a nn 


an 

… a lj 

… «ln 


an 

• • • o 

… O^ln 

«21 

% % % % 

… 0 

… «2n 

+ 

«21 

金 為 ▲ ▲ 

• • • Ci2j 

… ^2n 

^nl 

… 0 

• • • ^rm 


w w w w 

&nl 

... 0 

• • • ^nn 





an 

• • • o 


^ln 


+ 

^21 

... o 


^2n 



&nl 

• • • a n j 


^nn 


an … 

a U-l 

0 

a l ， J+l 

… O^ln 

叫 1 … 


a ij 


… Clin 


0 


^ n 3 j+l 



®nl 


—1 








0 


an 


a l,j-l a l ， j+l … a ln 


n 




E (-!) 


j-i 


a ij 






do 


%n 


2=1 


o 


^nl 


^ n,j —1 


a 


n,j+l 


a 


nn 


n 






% 


a ij 

… 

a iJ-l 

a iJ+^ 

* ^in 

0 

• _ _ 

an … 


a l ， J+l 

… O^ln 

WWW 

0 




… « j - l 5 n 

0 

• • • 

a j + l，l … 


a j+ij+i 

… a j+hn 

WWW 

0 

^nl … 

a n,j-l 

^ n 3 j+l 

• • • a nn 


n 






響 

3 





i—1 


最后一个等式基于对矩阵 W 使用§1命题2, 


A ! 


a 


0 


11 


«12 

a 22 


a 


In 


a 


2n 


o 


« n 2 


a 


nn 


其中 a 


11 


^ij ? ^12 


^il ? 


， a in 




m ? 



11 


Mij . 回忆定 义戌, • 


(- ly + JMij . 公 


式 （ l ) 得证. 

2) 令 M 






aij . 我们再次指出，对应于 det M 的元素 < 的子式为 


n 


n 


M ^ = M …用 1) 的结论， 


det 乂 




det t A 




E(-i 严 4 岣 








公式 （2) 得证.亦可直接引用§1注记3简单地证明. 

举两个例子用来说明行列式的上述性质. 

J 1 行列式 


□ 


△n 


Xl 


X2 

A 


X 


n 


X 


n 


A ( xi ? x 2? 


，工 n ) 


X 


n—1 


X n 2 


-1 


X 


n 

n 


叫作 范德蒙德行列式， 可按公式 


A 


n 


(xj 


Xi) 


⑶ 
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计算，或更详细地写成 


△ 


n 


( X 2 


xi)(x 3 


$1) • ■ • ($n 


xi)(x 3 


X2) ••- (x 


n 


X 2 ) … （ X n _：L 


X 


n 


(回顾 §1 习题 1 与这一公式的联系).特别地，当元素 A ，…，两两不同时，范德 
蒙德行列式不等 于零. 它的这一性质经常被 用到. 根据§1定理1，我们也有 


A 


X\ x\ 

x \ 


_ _ • 


X 


n—1 


♦ _ _ 


X 


n—1 


n 


X 


n 


X 


n 


X 


n—1 

n 


现在对 n 作归纳法来证明公式 （3). 假设当 m < n 时，可由公式 （3) 计算， 


根据性质 D 7, 对于每一个 i ， 我们从行列式 A n 的第 i 行减去第 （i 


1) 行乘以 A : 


A 


n 


0 

0 


X 2 

A 


Xl 


_ • • 




Xl 


X2X1 


X 


71 


X n Xi 


0 




^2 ~ 2 Xl 


< _1 - x^- 2 Xl 


n 


现在将行列式按照第一列的元素展开，并在所得到的 （n 


1) 阶行列式中将第 j 列 


U 




1 ， 2,…， n 


1) 的公 因子巧 +1 


^提到行列式符号的外面(行列式关于列的性 


质 D 1). 我们得到了表达式 


△n 






^l) {p^n—1 


$ 1 ) … （$2 


^ l ) 


X 2 


X3 


X 


n 


xr 




x 


n—2 

n 




^l) ip^n—1 


^ l ) ••- ( X2 


… ，$ n )， 


由归纳条件对最后一个因子使用 （3) 式 


△($2, …， $ 


n 


( x j 


Xi). 




例 2 形如 


0 


^12 


^12 

0 


^13 


^ln 


A 


^13 


^23 


«23 

0 


^2 n 


^3 n 


~®ln — «2n — «3n 


0 
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第 3 章行列式 


的矩阵4 = (%,_)叫作 斜对称的 (其行列式亦称为 斜对称的). 换言之 M 考虑 
到§1的定理1,我们有 


det A = det l A = det (— A ) = (— l) n det A , 


从而 [1 + (- l ) 71 - 1 ] det A = 0 •当 n 是奇 数时， 得到 detA = 0 , 即任意奇数阶斜对称 
矩阵的行列式等于零. 

2. 特殊矩阵的行列式 如果矩阵 A 的元素中有较多的零，并且它们的位置“较 
好”，那么计算行列式 det A 比较 容易. 在某些情况下这样的直觉可以导致准确的公 
式.例如我们知道（见 §1(6) 式 )( 上或下）三角矩阵的行列式等于主对角线上元素之 
积.另一个重要的特殊情况是 

定理2 设 m + n 阶行列式 P 在前 n 列与后 m 行的交叉处为0,则有下述 
公式： 


aii … 

a ln 

ai， n +i … 

a l ， n+m 

0 … 

arm 

0 

a n ， n+l 

fell .•- 

a n,n+m 

^lm 

0 … 

0 

bml … 

bmm 


an … ai n 

• 

^11 • • • bim 

anl • • • ^nn 


bml • • . bmm 


(等式左边的行列式叫作 准三角的或带有零角的 行列式). 

证明 首先固定 n(n + m ) 个元素叫，并将行列式 P 看作元素^的函数，^ 
组成一个 m 阶方阵 R 因而所得函数可看作矩阵 B 的函数： P = V { B ). 

显然，行列式乃关于后 m 行的多重线性性质和斜对称性，等价于 V { B ) 关 
于 B 的行有同样的性质.这就意味着将§1定理3应用于 V { B ) 是合理的，因此 

V { E ) det B . 根据函数 P 的定义，我们有： 


V { E ) = 



®l,n+l 


^ n , n+l 


0 


ai ， n+m 




0 



按照最后一行展开 p (五 )( 见公式（2))，然后按倒数第二行展开等等.重复这一算法 m 
次，我们得到 V ( E )= det A 其中 

( ail … Clin \ 
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最后有 D 


嘲 


det A - detB . 


□ 


使用新符号可将定理 2 的公式写成更紧凑的形式 


det 


A C 


0 


B 


det A - det 


⑷ 


其中 A B 是方阵，而 0 和 c 是长方阵. 

将§1的定理1和定理2结合起来，或使用定理2的证法直接论证，易得 


det 


A 


0 


C B 


det A - det B 


□ 


当我们试图写出行列式 det 


C A 


B 


0 


的表达式时，旋即得到了一个简单的反 



0 


0 


1. 问题在于 符号. 为了得到正确的结论，必须交换行或列，将矩阵 


C A 


B 


0 


化成 


B 


0 


C A 



A C 


0 


B 


的形式. 


更简单的方法基于已使用过若干次的§1定理 3. 事实上 


det 


C A 


B 


0 


det 


C A 


E 


0 


- det B 


其次运用公式 （2) m 次，得到 


det 


C 

Em 


A 

0 


氺 


an 


• 0 


^nl 

0 


^ln 



nn 


0 


0 


0 


0 


( — 1 )( 几 +2)+(n+4)+ … +(n+2m) det A 




(- 1 ) 


det A 


最后，如果分别是 n ， m 阶方阵，贝! 1 


det 




二 (- l) nm det A-det R 


⑻ 


公式 （4) 和 （5) 包含在关于行列式展开的拉普拉斯一般定理中.但这个定理的 
使用面较窄，我们就不再讨论了，留给好学的读者作为下一节后面的练习. 

关于矩阵的行列式在理论方面最重要的论断是 





定理 3 设 A 和 B 是 n 阶方阵，贝 Ij 


det AB = detA - detB . 

证明根据第2章§3公式⑺和（9)，可以将矩阵 （⑷） = AB = ( aij ) ( b i：j ) 的系 
数巧用矩阵4和 B 的系数表示出来，第 i 行 ( AB ) (i) 写成下式 

( AB ) {i) = ( A ⑷ B ( D ， A ⑷ B ( 2 ) ，… ’乂⑷必…)， 

n 

= y ^ dikbkj - 

k=l 

固定矩阵任取矩阵 A 令 
\ 

— det AB . 

我们证明， 函数幻 = Pb 满足§1定理3的条件 i )， ii ). 事实上，将4⑷与 A ⑷ 
交换位置.由于矩阵的第 s 行和第 t 行形如 

(义㈤必 1 ),…為)肉， 

(如 〆 1 )，… ， A ⑷肉， 

那么 04 B ) W 与 { AB \ t ) 也交换了位置，于是根据定理1， 

幻 (.•• 4⑷，…^⑷，…）=幻(乂） 

= det AB = det […， ( AB ) ⑷ ，…， ( AS ) ⑷，…. 

= - det […， ( AB ) ⑴，…， (^)( s ), • • *] 

= — T > (…. ， A ⑷， • • •4( s )，• •.）• 

进一步 ， det AB 是第 i 行 { AB ) { i ) 的元素的线性 函数： 

det AB = XiA ( i ) B ^ + A 2 A ⑷ B ( 2 ) + . •. + X n A ( i ) B ^ n \ 

所以 

n n n n n n 

~ > 二 Xj > : ^ik^kj ~ 〉： 叫釦 > : 入，其中 /ifc = 、 ' Xjbkj 

3 = 1 fe=l fc=l j=l k=l j=l 

一个纯量，它不依赖于矩阵 4 的第 i 行的元素. 

我们看到幻对矩阵4的第 i 行的元素是线性的. 

这样，§1定理3的两个条件皆满足，故 V { A ) = V ⑻. detA 但是根据定义 
V ( E ) = detEB = detB . 所求公式得证. 口 

当 n = 2 时， 定理3容易直接验证，但当 n = 3 时， 直接计算已经非常困难. 
然而在一般情况下，可以采用迂回手段，直接运用性质 D 1 〜 D 2, 或运用定理 2( 见习 
题 3). 
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习 



1. 整数1798, 2139, 3255, 4867可以被31整除 • 不必计算，证明4阶行列式 


7 9 8 
1 3 9 


3 


4 8 6 7 


也可以被31整除. 

2. 证明任意四阶斜对称行列式 \ ai jl 其中 ay G Z , 是一个整数的平方. 
注记这对于任意阶的斜对称行列式都是对的. 


3.用下述方法证明 det AB 




det Adet B (定理 3): 令 2 nx 2 n 阶辅助矩阵 (7 


E 

-A 


B 

0 


运用 II 型初等行变换将 C 化成 


C ， 


E 

0 


B 

AB 


提示：利用等式 detC 




detC 7 和公式(4) ? (5). 


同样地，证明也可以根据第2章§3习题17，18给出，注意到 


E A 


0 


E 


是上三角矩阵 


4. (扎哈洛夫 B . H . 




图拉， 1984) 在平稳随机过程模型的研究中，出现了下述行 


列式: 


An(ki,Xl] 


5 工 m ) —■ 




其中$1，尤2,… , Xm 是未知量 
k x n 阶矩阵，形如 


ki , 


• • • 


^■k m ( x m) 

，& m 是自然数，+ 


• • • 


km 


n ; ⑷是 


X 


X 


X 


一 1 


o 


n 


x 


x 


Tl 一 2 






0 0 


n 


x 


n—3 


o o 


0 


n 


k 


x 


n 


证明 






(Xi — Xj) kikj • 




提示: 


当匕 


km 


1 时，即当 




时，得到范德蒙德行列式. 




5. 证明 


s 


s 


s 




B n (s,t) 


t + 1 
s + 1 

t + 1 


t + 71 — 1 

s + 1 

t + 71 — 1 


s + n — 1 


s + n — 1 
t + 1 


s + n 
t + n 


n + s — 1 


n 


)( 


71 + s — 2 


n 


)( 


n + s 


n 


Tl t — 1 


71 + t — 2 


n 


n 


( 


n 


n 


提示: 


1，2, 


參參 


逐次从第 A : 行中提出 

直到第一列中除了 




1，2, 


然后从第 Z 列中提出 


(t + Z — 1) ’ 


之外不再含有其他元素. 


6•设 


Ai 1 

—1 入2 


0 … 

1 … 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


C n (Ai ? 


暑參參 


5 An ) 




0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


An — 


0 


An — 


0 


An 


证明 detCVi 


A77 , dct Cri — i + det CVi — 2 •当入 l 


入 2 


An 


1 时，求出数值 detCVi . 


提示： 用第2章§3第3段的例3,并注意到事实 det ^(1,- • 1) = (- l) n det ^(-1,- - •, -1) 
7. 证明 n x n 矩阵 


2 

—1 


—1 


0 


2 —1 


0 

0 


• • 


A 


0 -1 


2 


1 •• 


n 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


0 

0 

0 


— 1 
0 


— 1 


的行列式等于 n + l . 

8 .设是任意 n 阶方 阵. 证明 


det 


A B 


B A 


det (A + B ) - det (A — B ) 
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9.设 X 是 n x /c 矩阵而 Y 是 A : x n 矩阵.明 

det{E n + XY) = det{E k + YX). 

提示：利用关系式 

(E k + YX 0 \ f E k y \ = ( E k Y \ f E k 0 

I x E n y l o £； n y l o E n ) \ x e u + xy 


§3 行列式的应用 


1. 非退化矩阵的判别准则 根据第2章§3定理5,矩阵 M n ( R ) 的非退化性 
(即 rankA = n ) 等价于它的可 逆性. 将§2定理3应用于关系式克4- 1 = A~ 1 A = E , 

得到 

det A - det ( A _1 ) = 1. 

因而，非退化矩阵的行列式不等于零，且 

det ( A _1 ) = (det A )~ x . 


给出矩阵我们可以同时考察它的 伴随矩阵 



为了得到 4 V ， 我们需要在矩阵4的每一个元素的位置放上它的代数余子式 
A i ： j ( i，j = 1，…， n )， 然后取转置. 

定理1矩阵 A G M n ( M ) 是非退化的（可逆的)，当且仅当 det A ^ O . 若 det A # 

0,则 

V 

A- 1 = (det A )~ x A y , 


或更详细地写成 

( an 

^nl 



det ^4 


^nl 

det A 


^■nl 

det A 


A 


nn 


det A 


在证明定理之前，我们需要一个引理. 
引理 设 AeM n ( M ). 则有关系式 




=Sij det 


( 1 ) 
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H - + • . • + ~~ ^ij d.Gt (2) 

其中心是克罗内克符号(当 i •时， （ 1)( 或 ⑶） 叫作行列式 det A 按照错行（或错 

列）展开). 

证明当时，引理的结论与§2定理1 一致. 因而只需考察 i / j ， 心= 0 
的情况.为此引入矩阵 



它是将矩阵[…，^^)，… M ⑴，…]的第 J •行换成第 i 行得到的（第 i 行保留不 
动).如同所有带有两个相同行的方阵， det A f = 0. 另一方面，代数余子式 A f jk (k = 
1，…， n )， 是用划去的第 J 1 •行乂丨力=乂⑷和第 A : 列得到的，因此= Ajfc . 将 
行列式^ = 04) 按照第 j 行展开，得到关系式 

n n 

0 = det A , = 〉: djj ^ A ^ = 〉: dikAjk ， 

k—1 k=l 


恰为引理中的 （1) 式. （2) 式可由关于列的类似性质得到. □ 

转入定理的证明，我们只要注意到 （1) 式的左边是矩阵 C =克 4 V 的元素 cy 



根据⑴式， ( Cij ) 二 (Sij det A ) = (det A ) E . 于是 

AA V = ( detA ) E , 

当 detA /0 时，我们得到 

(det A ) -1 ( AA V ) = A ( detA ) -1 A V = E . 

(2) 式的左边是矩阵 C / = AM 的元素 < 的表达式.因为⑴和 （2) 的右边是 
相同的，故当 detA / 0时，我们得到 


A(det A) - 1 A V = (det A ) _1 A v A = 五， 
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于是 A -1 = (det A )~ 1 A V . □ 

推论一个行列式等于零，当且仅当它的行（或列）线性相关 . 

证明矩阵 M n ( R ) 的行（或列）的线性相关性，等价于 rankA < n , 即矩阵 
4的退化性，根据定理1，等价于条件 det 4 = 0. □ 

注记 rankA < n=^detA = 0 实际上是行列式基本性质的直接推论(见 §2， D 2， D 6). 

定理1的理论价值（比实用价值)大.从计算的角度来看，特别是当矩阵的阶数 
较大时，求逆矩阵4- 1 用第2章§7给出的 ( P , Q ) 算法更方便 一些. 

2. 克拉默公式 现在我们来推导含 n 个未知数， n 个方程的线性方程组的求 
解公式，行列式理论最初的发展就是为了这件事情. 

定理 2 (克拉默）如果线性方程组 


^nl^l + . • . + O j nn'^n ~ 

的系数行列式非零（即 det ( a ^) ^ 0), 则它有下述唯 一解: 

an … bi … a\ n 


x l = 


a n i … b n 


an … aik 


以 nl 


^nk 



®ln 



/c = 1，2, 



(其中分子 At 是用自由项组成的列替换 D = det (at j ) 中的第列得到的). 

证明 根据定理1，矩阵4 = ( aj 可逆.因此将我们的方程组写成 B 的 
形式，如同第2章§3第8段那样，我们得到 




1 


det A 


All 乂 21 • • • 乂 nl 
乂 12 欠 22 …乂 n 2 


^ln ^2n • • • ^nn 



从而 



det A 


m v 


1 


det A 


^2^2k + • • • + = 1 ， 2 , 



其中分子的表达式恰为行列式认按照第 / C 列的展开式（见公式 （2)). 
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将上述的全部过程反推回去，可以看到 ) 确实是方程组 

的解. 口 

注意到第1章§4的公式 （3) 、 （9) 分别与 n = 2和 n = 3时的克拉默公式一 
致.当 n 较小时，用克拉默公式(解线性方程组）是方便的，在一般情况下，可以把 
克拉默公式看作纯理论函数.例如将其用于在第1章§3第5段中给出的线性方程 
组，就得到斐波那契数的表达式（考虑到 detA = l ) 

1 0 0 … 0 0 1 

0 1 0 … 0 0 1 

-1 -1 1 … 0 0 0 


0 0 0 … 一1 1 0 

0 0 0 •. • —1 _ 1 0 

显然它比我们在第2章§3第5段中求出的关于 / n 的清晰的表达式相差甚远. 

还应当指出，使用克拉默公式的不可或缺的条件 detA / 0有时是不稳定的. 
对于实用中带有近似系数的线性方程组，计算精确度的提高可能会使情况发生根本 
的改变.例如 


As 



0 

0 


0 

0 



-1 10 
0 -1 ) 


e Mio(M), 


det A e = l - e . l 0 9 ( 将行列式按照第一列的元素展开)•当 e = 10- 9 时，有 det 次= 0. 

同时，若系数矩阵的计算仅仅精确到百万分之一，我们可以“忽略(即令 e = 0, 则 
detA = l ). 由此看来，克拉默公式的适用条件对系数系统的微小“扰动”是敏感的. 

3. 加边子式法 第2章§3包含了求长方形线性方程组解集的全部所需 资料. 
在这一过程中，矩阵的秩的概念至关重要.我们仅需将其转化为行列式理论的语言， 
就可以得到计算矩阵秩的另一种方法以及判断线性空间吧"中的向量组线性无关性 
的便利手段. 


设 


an … ai r … ai n 


A = 







^ml 


a 










§3 行列式的应用 


•107 - 


是任意一个 mxn 阶长方矩阵，其系数 ay G M . 

定义 mxn 矩阵 A 的任意 k 行和 A : 列 （ A : 彡 min ( m ， n )) 交叉处的元素组成一 
个方阵，其行列式叫作 A 的一个 A : 阶子式. 如果 ii ， …，4 和 ji , …， jk 分别是行指 


标和列指标，子式记作 



h … ik 

jl … jk 



当 m = n 且 fc = n — 1时，我们就得到了先前引入的 n x n 矩阵 A 的子式 M ^. 

_ 

子式 W 叫作 M 的 加边 ，若 M 是由 M 去掉一端的行（第一行或最后一行)，以 
及 - 一端的列得到的. 

定理(加 边子式法） 在计算矩阵 A 的秩时，可由 A 中较小阶的子式转到较大阶 
的子式.如果已找到 A 的一个 r 阶子式 M / 0,那么仅需计算 r + 1阶子式，即子 
式 M 的加边.如果它们都等于零，则 rank A = r . 

证明 论断基于一个简单的事实，如果矩阵4的全部 / c 阶子式等于零，则任意 
更高阶的子式亦等于零.为此，根据§2定理1，观察任意 0 + 1) 阶子式按照任意列 
的元素的展开式（例如第一或最后一列，如果仅限于考察借助加边得到的子式)，然 
后进入 （/c + 2) 阶子式，等等. 

按照定理叙述中所指出的模式，设我们已达到某个 r 阶子式 M ^ O . 不失一般 
性，假设与 M 相应的矩阵位于矩阵4的左 上角： 


au … a\ r 

M 




以 In 


A 


d r i 






CLil 


^ml 







这件事总可以通过交换矩阵的行与列做到，自然地，这种作法不改变矩阵 a 的秩. 

现在在 A 中取出任意一行4⑷和任意一列欠⑺(可能 ^ A {i) 和 
的元素的帮助下我们组成了一个 r + 1阶子式私它是 M 的 加边： 

flu • • • di r d\j 



ctn 




a ij 


如果 M ^ O , 我们再来考虑立的加边.当 M 的全部加边子式为零时，我们就到达 
了临界时刻. 








设对于任意 hj,M 


o .将 it ? 按照最后一行展开，得到关系式 


auMi + 叫2^2 + 


• •籲 


+ Oji ^ A^rp - j - dij Ad 


0, 


其中系数 


an 


^l,s—1 ^l,s+l 


ciij 


M s 


(- 1 ) 


r+s+1 


ci r i 



r ， s — 1 


^ r , s+l 



rr 




不依赖于 i 的选择.因为 M /0, 故 


a ij 


入1叫1 +入2叫2 + 


y^j^diT 5 


其中 A s 


- M s 

w 


此式对 


，2, 


• • 


•， m 均 成立. 于是 




AiAW+A 2 A^ + ... + A r ^ r ), 


即矩阵4的任意一列是前 r 列的线性组合.这就表明 rank A ^ r . 但是从 M ^ 0, 
得到 M 中的列是线性无关的，自然地，它们所对应的4当中更长的列也是线性无 


关的.我们得到了结论 rank A = r . □ 

推论任意矩阵的秩等于它的非零子式的最大阶数. 

推论亦可独立于定理进行 证明. 设矩阵4的秩等于 r . 根据第2章§2定理 l，r 
是矩阵4的线性无关行的最大个数，也是线性无关列的最大个数.运用第2章§3 
定理6,我们发现 


A 


B 


E r 0 


0 


0 


C , 


其中 B 和 C 分别是非退化的 



阶和 



阶方阵，可以写成初等矩阵的乘积.因为矩 


阵 


E r 0 


0 


0 


有一个非零 r 阶子式 M 


E ， 


，但是没有阶数> 



的非零子式， 


又因为这一性质在行与列的初等变换下保持不变，我们就得到了所需的论断. 口 

加边子式法是相当实用的，特别是当我们不仅想知道秩，也想知道矩阵^的行 
或列的极大线性无关组的时候.然而在初等变换下这一信息是会失掉的. 


习 



证明下述 公式: 


( AB ) 



B V A V ; 


CA ) 



(^ v ); 



( AA ) 


2 . 通过 rank A 表示 rank A v . 


A " 一 1 A v ; (A 


V\V 


(det A ) 


n—2 


A 
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3•证明当未知量的个数与方程的个数相等时，齐次线性方程组有非零解，当且仅当系数矩阵 
的行列式等于零. 

4. 运用第2章§3第8段的结果和定理2证明，当轶 r = n _ 1时，齐次线性方程组 


- O^n 一 0 

的基对?解系由一个列向量 

X° = [D u -D 2 ,D 3 r ^,(-l) n - 1 D n ] 

组成，其中 A 是从乂 = ( aij ) 中去掉第 i 列所得矩阵的行列式.任意解的形式为 X = XX 0 . 

5. 设4 = ( aij ) e M n ( R ), 且任取 i 妾 j , 有 （ n — l)\ aij \ < \ au \. 明 det A ^ O . 

提示： 假设命题不真，利用习题3给出的准则.即如果 [ z ?，••• , x ° n ] 是线性方程组 AX^O 
的非平凡解，且是它的具有极大模的分量，则从第 A : 个方程 

工 it + 〉: f^kj xj ~~ 0 

得到的估值 

(n - l )\ a k k \\ xl \ = ( n -1) y ^ a kj x ^ < (n - l )\ a k k \\ xl \, 

得到矛盾. 

6. 明下述论断（比内—柯西定理）设 A = ( a ^), B = ( bki ) 分别是 n x m 和 m x n 阶矩 
阵，且 （7 = 乂 R 则 





a lk 2 … 

a lfcn 


m 

det C = 

®2fci 

A A A A 

®2fc 2 … 

a 2 kn 

^1^:22 … 

允 1 ， … 

零 v 零 零 

tt n fc 2 … 

a nkn 







其中求和遍历所有两两不同的 fcl ， 


• • • 


，k n . 当 m < n 时，没有这样的下标，故 det (7 




0. 如果 


打 I 彡 n ， 则 fci ， 

给定组合{么， 
达式： 


• # 


,kn 就是从1，2, 


• • • 


， m 所取的元素 { ji ， 


， jrj 按某种顺序的排列，将对应于 


jn} 的所有的项收集到一起，并在§1公式 （3) 的帮助下就可以得到所需的表 


aik 


E 


aik 




a ljl 


a nji 






b k 




1 • 


• • 


bk 


®nfc 


Olj 


a njn 




a njn 




bji 


a nji 


a njn 


bjnl 


• • 


bjn 


其中 7 T 


Jl 

ki 


Jn 

kn 


7. 利用上题证明，如果乂是 R 上的 m x n 矩阵 ， m > n ， 则 


det f AA 


Em 2 , 


M 


其中 M 遍历矩阵乂的全部 


m 


个 n 阶子式. 


n 


8. 给定 n x n 矩阵乂 




( aij ) 的一个 k 阶子式（见第 3 段的定义) 


M 


ii 


Ji 


ik 

3 k 


相应的 ( n - k ) 阶余子式 M 


ii 


Ji 


ik 

3 k 


是从乂中去掉第 h 


，4 行，和第 ji, …， jk 


列所得矩阵的行列式.表达式 


A 


ii 


Ji 


ik \ 

jk ) 
s ( M ) 


-1) s(m) M 


ii 


Ji 


(ii + 


• • • 


+ h ) + (ji + 


• • • 


ik \ 

jk) 5 

+ jfc )， 


称为 M 


ii 


Ji 


ik 

jk 


的代数余子式.当 a ： 


n - 1时，我们回到通常代数余子式的 定义. 


利用行列式按照第 iu …， ik 行元素的一系列展开证明下述 


定理 （ 拉普拉斯）在矩阵乂 




( aij ) 中取下标为 ii ， 


春_ # 


，4的行.则 


det A 


E 


M 


ii 


ik 


A 


ii 


ik 


^3l<-<3k^ n 


Jl 


Jk 


Jl 


Jk 


任取正整数 n ， 在两种特殊情况下，拉普拉斯定理是我们已知的： l)fc = 1; 2) A 有阶数为 
(n — A :) x A : 的一个零角.在未知的情况下，哪怕取几二七“二:^“-^对拉普拉斯定理的正确 
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性作一说明也是有益的: 



an dl 2 
0^21 CL22 


®33 «34 

®43 ®44 


an ai 3 
®21 ^23 


®32 ®34 

042 &44 


an ai 4 

+ 

®21 ®24 

ai 2 ai 4 

®22 ®24 


®32 ^33 

®42 043 

®31 ^33 

a 41 «43 


®12 

+ 


®22 



®13 

®23 


®13 

®23 

ai 4 

®24 


®31 ®34 

®41 ®44 

tt 31 ®32 
®41 ®42 


9 •设乂 G M n (R),5 G M m (R) 是非退化矩阵， C 是任意 n x m 矩阵 _ 利用矩阵的分块乘 
法（见第2章§3习题 17) 证明 

f A C V 1 _ / A- 1 -A^CB- 1 \ 

\ 0 B ) ~ \ 0 B- 1 ). 


10. 证明：若 C^DeMnOR)，det 乂 #0 则 


det 




= det(AD-ACA~ 1 B) 

=(det A) - det(L> - CA^B). 


此外，验证 




det(AD - CB), 
det(DA - CB), 


= CA y 
^AB = BA. 


§4 行列式的公理化构造 

§1 的定理 2 和定理3本质上给出了函数 det 的公理化描述，尽管我们纯粹从行 
列式的结构问题入手.我们在本节中再指出通往行列式理论的若干途径，但每次仅 
局限于勾勒论证要点（把它们补充完全将是很好的练习). 

1. 第一公理化构造 将行列式看作满足下述三条性质的任意函数 P : M n ( R ) 

— > R : 

1.1) V ( A ) 关于矩阵乂的行是斜对 称的； 

1.2) V ( A ) 关于矩阵4的行是多重线 性的； 

1.3) V { E ) = 1. 

我们看到，函数 P 是由性质 1.1) 一 1.3) 唯一确定的，并且符合§1中由完全展开 
式 （3) 给出的函数 det . 唯一需要关心的是，给出公式 VQA ) = V { A ) 的独立证明. 
如果愿意，§1的公式 （3) 本身同样需要推导. 

2. 第二公理化构造 将行列式看作满足下述三条性质的任意函数 P : 
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2.1) !)(•••，⑷,. .•） = AP (…，4⑷,…），即如果矩阵乂的某行乂⑷乘以 A , 则 
其行列式为 V { A ) 乘以 A ; 

2.2) : D (... ，乂⑷，… ，乂⑺ ，…） =!)(••• ，乂⑷ + 乂⑴ ，… ，乂⑴，…）； 

2.3) V { E ) = 1. 

依次验证： 

a ) 数值 V { A ) 在矩阵4的 （ II ) 型初等行变换下 不变； 

b ) V ( A ) 是关于矩阵4的行的多重线性 函数； 

c ) 当矩阵4有两行相等时， V ( A ) = 0,从而 V ( A ) 是关于行的斜对称函数. 
我们显然回到了第一公理化构造.正规化性质 V ( E ) = 1在两种情况下都是不 

可或缺的. 

3. 完全归纳构造法 将1阶矩阵 ( an ) 的行列式定义为 a n . 2阶和3阶矩阵的 
行列式分别由第1章§4的公式 （2) 和公式⑻定义.设阶数为1,2 ,…， n - 1的矩 
阵的行列式已定义 . n 阶矩阵4 = ( ay ) 的行列式定义为 

2)(^4) = auMn — CL21M21 + …+ (― l) n 1 a n iM n i , 


其中 My 是矩阵4中对应于元素•的“子式”，它是 （n - 1) 阶矩阵 A 的行列式 
P (3)， 而3是去掉矩阵4的第 i 行和第 j 列得到的.这样，我们的定义性质实质上 
取了行列式按照第1列元素的展开式 （§2 定理1的特殊情况). 

我们需要对 n 作归纳，确立函数 P 的性质 1.1) 一 1.3) 对于 n 阶矩阵成立，不要 

忘记这些性质对于 ( n -1) 阶行列式 My 是成立的.本段可归结为正确运用数学归 
纳法的技能，它的实现不很复杂.细节可参见教科书《代数学引论》 （1977 年). 

4. 通过乘法性质的刻画 设我们有满足下述性质的函数 P : M n ( R ) — R 

i ) 任取矩阵 A,Be M n (R),V(AB) = V(A) • V(B)' 

ii ) 任取初等矩阵(见第 2 章 §3 第 6 段),= - 1; 


iii ) 任取形如 




A G M 


的上三角矩阵， P (4) = A .特别地， P ( F !( A ))- A . 

可以断言 ， P = det . 事实上，将性质 i ) 和 ii ) 应用于初等矩阵 


F S (X) = F hs ^ F^X) ^ F hs , 


我们得到 


V(F S (X)) = (― 1) - A - (- 1) = A ， 
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并且根据矩阵 F S ( X ) 的定义，此式对任意 AGR 成立，不仅对 A / 0. 进而从 




= Fr+l ⑼… _F^0 )， 


我们有 



若 r < n ， 
若 r = n . 


根据 iii )， 对任意初等矩阵 F Sjt ( A),s < t ， P ( F s ， t ( A )) = 1.因为 


F s , tF Sit ( X ) F Sit = F t , s ( X ) 

故 P ( F m ( A )) - 1, 因此任取下标 s ^ 



于是， 


^ KF S ， t ) = -1 = det F S ) t , V ( F Si t ( X )) = 1 = det F S ) t ( A ), 

V ( F S ( X )) = X = det F S ( X ). 


因为任意矩阵 4 e M n ( R ) 可以写成 

A = P { E o o) Q> r<n - 

的形式，其中 P 和 Q 是初等矩阵的乘积（见第 2 章§3定理6前的论证),性质 i ) 使 
我们断定 P ( A ) = det A . 


习 题 

1. (布朗金，波 兰). 设/ : R — R 是满足条件/(0) = 0的任意函数.证明存在满足下述性质 
的唯一函数 : D : M n ( R ) — R : 

i ) 如果乂有一列为零，则 V{A) = 0; 

ii) 如果 W 从乂经 （ n) 型初等列变换得到 ，则 V(A') = V(A); 

iii ) 如果 A = diag ( A , 1，1,…， 1) 是对角矩阵，则 T>(A) = /( A ). 

当 /( A ) = A 时，我们有 : D = det , 但/取法的任意性在某些实际问题中是有用的 • 

2. 建议读者提出并论证各自不同的公理化方法来描述函数 det . 
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在前几章中我们积累了大量的具体材料，现在应该从更一般的观点对它们加以 
考察.为此我们将在本章中引入并研究（仍停留在初等水平上）群.环.域的概念， 
它们在代数学的所有概念中是最基本的. 

§1具有代数运算的集合 

1. 二元运算 设 X 是任意 集合. 从笛卡儿平方 X 2 = X x X 到 X 的一个任 
意（确定）的映射 T : X X X — X 叫作 X 上的 二元代数运算 (或合成 律). 这样，任 
取元素 a , beX , 有序对 （ a , 6) 对应于 X 中唯一确定的元素 T ( a , 卟有时将 T ( a , 6) 写 
成并通常引入特殊的记号：*， ◦ ，•或+,等等来 表示义 上的二元运算.按照这 
种记法，我们以后称 a • 6( 或简记作冰 a 和6之间没有任何记号）为 a 与6的积,而 

a + &为 a 与6的和,显然这些名称在大多数情况下是约定的 • 

一般来说，在集合 X 上可以定义多种不同的 运算. 从中选定一种后，比如使用 
记号 •• （ X , *), 则称运算 * 定义了 X 上的一种 代数结构 ，或（ X , *) 是一个 代数结构 

(亦称 代数系统). 例如在整数集 Z 上，除了自然的+,•(加法和乘法）外，很容易在 
+( 或 —） 和 • 的帮助下得到各种“导出”运算 ： nom ^n + m - nm , n^m = - n - m , 

等等.我们就有了不同的代数结构 (^+),(^0, (^ o ),( Z ,*). 

除了二元运算之外，我们不过多地关注更一般的 n 元运算及其他们的组合（如 
n = 1时的一元运算 ， n = 3时的三元运算等 等). 与之相应的代数结构组成了一个 
专门的理论，泛代数.我们提到这一点，仅仅是为了再次强调带有二元运算的代数 
结构在数学中本质上的重要意义，这种结构看来是泛代数的特殊部分 • 

显然，在集合 X 上可以定义无限多种二元运算结构，然而研究任意代数结构的 
问题过于一般，难以得出具体的、有实际意义的 结论. 因此我们仅限于研究几种自 

然的代数结构. 

2. 半群和么半群 定义在集合 X 上的二元运算 * 称为 结合的， 若任取 a A 
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cex , 

* 称为 交换的, 若 


(a * b) * c = a * (b * c); 


a * 6 — 6 * a. 


同样的称谓亦适用于相应的代数结构（ X ,*). 

结合性和交换性是相互独立的.例如在 Z 上定义的运算 *: 


72 氺 m = —n — m 


显然是交换的，但是 

(1 * 2 ) * 3 = (—1 — 2 ) * 3 = — (―1 — 2 ) — 3 — 0^4 = 1 * ( 2 * 3 ), 


因而不是结 合的. 另一方面，在阶数 n > 1的全体 n 阶方阵的集合 M n ( R ) 上定义 
的乘法运算是结合的，但不交换（见第2章§3第2段). 

元素 e € X 叫作关于二元运算 * 的 单位元 （或 中性元）, 若任取 
x * e = x . 如果 e / 也是一个单位元，则根据定义，^ ^ * e - e . 因而在一个代数 
结构( X , *) 中最多只有一个单位元. 

集合 X 连同其上给定的满足结合律的二元运算称为一个 半群. 带有单位元的 

半群通常称为 幺半群 (或 有单位元的半群). 

与任意的集合一样，么半群 M = ( M ,*) 的基数记作 Card M 或 | M |. 如果 M 

中只有有限多个元素，称 M 为 | M | 阶有限么 半群. 我们来看半群和么半群的一些 
例子. 

例 1设 Q 是任意集合，且 M ( Q ) 是它的变换的集合（即 Q 到自身的映射 
从集合与映射的性质可以推出（第1章 §5 ),M ⑴）是一个么半群.我们有三元组 
( M ⑼,◦，如 ), 其中。 是映射的自然合成，而如是恒等映射. 

我们区分出 Q 是有限集的特殊情况，若 | fi | =n ，将其元素简记作正整数 1 , 2 ,... , n . 
每一个映射 f : m 可由一个有序数列/( I ), /(2),…， /( n ) 确定，其中/⑷可以 
取 Q 的任意 元素. 不排除当 i 笋 j 时，/⑴=/⑴.取遍所有可能的序列，我们得到 

n n 个变换.于是 |M ⑼卜 Card M ( Q ) = n n . 设 n = 2, 则幺半群 M ({1,2}) 的元素 

e ， f ， g ， h 及其乘法由下述两个表完全 确定： 



1 

2 

e 

1 

2 

f 

2 

1 

9 

1 

1 

h 

2 

2 


參 

e 

f 

9 

h 

e 

e 

f 

9 

h 

f 

f 

e 

h 

9 

9 

9 

9 

9 

9 

h 

h 

h 

h 

h 


显然， M ({1,2}) 是一个非交换么 半群. 
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例 2 再次设是任意集合，且 rm 是它的子集的集合(见第1章§5习题 4). 
因为04 n B ) n C = 4 n (B n C ) 和04 u B ) u c = 4 u (B u C ), 故 V(n) 上有两种 

自然的结合二元运算.显然 0 u 乂 = n n = 儿我们得到两个可交换的幺半群： 

(P(Q )， U , 0 ) 和 （ P ( Q ), n ， Q ), 如果 | Q | = n ，则 \vm = 2 n . 

例 3 ( M n ( R ),+,0) 是以零矩阵为单位元的交换么半群，而 （ M n ( R )， •，五 ） 是以 
单位矩阵为单位元的非交换么半群，这从我们熟知的第2章中矩阵的加法与乘法的 
性质可以直接推断出来. 

例 4设 n 是任意确定的正整数 ， nZ = { nm\m G Z } 是可以被 n 除尽的整数 
集.则 ( nZ ,+,0) 是交换么半群，而 ( nZ , •) 当 n > 1时是没有单位元的 半群. 

例 5 n 阶随机矩阵的集合 P n ( R ) (见第2章§3的习题 4) 关于通常矩阵的乘法 

构成一个么半群. 

带有运算 * 的半群 S 的一个子集 V 叫作 S 的一个 子半群， 若任取 x,y G 
S \ x^ye S f . 这时也称 子集 S f CS 关于运算 * 封闭 .若 （ M ,*) 是一个幺半群，子 
集 M / C M 不仅关于运算 * 封闭，而且包含 M 的单位元，则 M / 叫作 M 的一个子 
么半群.例如（7^,.)是以,.）中的子半群，而 （ nZ ,+,0) 是 （ Z ,+,0) 中的子幺半群. 
幺半群 M ( Q ) 中的任意子么半群叫作（集合 Q ) 的 变换幺半群. 

3. 广义结 合律； 方幂 设（^ •) 是任意一个带有二元运算 • 的代数结构，为了 
简便起见，我们将省去记号•，用抑代替心 y •设…，〜是 X 中的一个有 序列. 
在不改变次序的前提下，我们可以有多种不同的方式构成长度为 n 的乘积.设 Zn 是 
这些方式的个数： 

= 1 : XiX 2 ] 

Z 3 = 2 : ( xix 2 ) xs , Xi ( x 2 xs )] 

/4 = 5 ： (( xix 2 ) xs ) x 4 , ( xi ( x 2 X 3 )) X 4 , 

Xl (( x 2 Xs ) x 4 ), Xi ( x 2 ( x 3 X 4 )), { xiX 2 ){ x ^ X ^ 


显然，当 1 彡 A : 彡 n — 1 时，分别找出以，…，抑的所有可能的长度为 A : 乘积和 
抑的所有可能的长度为 ( n - k ) 的乘积，然后将其相乘，我们就穷尽了 L 种 
可能的乘积.十分美妙的是，在幺半群（和半群）中，括号位置的选择是不必 要的. 

定理1如果 X 上的二元运算是结合的，那么 X 中 n 个元素相乘的结果与括 
号的位置无关. 

证明 当 n = 1,2时无需 证明. 当 n = 3时就是结合律.进一步的论证要对 n 
作归纳.设 n > 3,并设当元素的个数< n 时，结论是正 确的. 我们仅需指出 

( 以 ..• ^)(^+1 -'X n ) = (xi-- xi)(xi^.i • • • :r n ) (1) 

对任意 / M 成立，其中1 < M < n -1. 我们仅给出了最外面的一对括号，因为根据归纳 
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条件，内部括号的位置是非本质的•特别地，乘积3^2 - ' Xk = (- • (($1$2)$3) . . ' Xk - l)Xk 
叫作 左正规化的. 区分两种情况： 

a ) k = n — 1; 那么 （工 1 … x n - i ) x n = ( …(工 i 工 2 ) … x n - i ) x n , 后者是一个左正规 

化乘积； 

b ) &< n - 1;从结合律得到 


(^1 ••- X k ){x k +1 - 'X n ) = {xi-- X k )((x k +1 - - - x n -i)x n ) 

= ((^1 - • . 抑） ( 以 +1 • • .x n _ ： i))x n = (•••((... {xix 2 ) - . .x/Ox/e+i) • • •T n -i)rr n ， 


也得到一个左正规化 乘积. 并且待证的等式 （1) 右侧亦可化为同样形式的乘积，定 
理证毕. □ 

前面引入过求和号;它显然适用于任意的加法交换么 半群. 在乘法么半群 
中，有类似的求 积号： 



= XiX 2 , 


3 


\\ x i =(工 1 工 2 ) 工 3 , 

i=l 






根据定理1,么半群的元素 x u x 2 r -, x n 的乘积在记法（或计算）中不必写括 

号. 唯一需要关注的是当元素彼此不交换时指明因子的 顺序. 特别地，当町=抑= 

〜$时，乘积 xx -- x 就像数的运算那样记作 rr n , 称为元素 rr 的 n 次方幕. 
从定理1可推出关系式 


x m x n = x m+n , (x m ) n = x mn , m,neN ⑶ 

在幺半群 （ M ，., e ) 中，对任意 xeM , 仍令 x 0 = e . 

在加法幺半群 （ M ,+,0) 中，方幂 e ( M ,*, e ) 对应于元素 x 的倍数 nx = 
^ +…+ x . 公式（ 2 )对应于倍数 法则： 


mx nx = (m + n ) x , n { mx ) 


nmx . 


(20 


我们再指出一些有用的 事实. 如果在么半群 M 中有 xy 




yx , 则 


( xy) n = x n y n , n = 0， l ，2, 


⑶ 


特别地，该式在交换么半群中永远成立，公式 （3) 可对 n 作归纳 证明: 


( xy ) 


n 


( xy ) 


71 一 1 ( xvm *、_ ( j^TL 一 1 ^ g Tl 一 1 


( xy ) 


( x n ~ 1 y 


)(^ y ) 


( x n ~ 1 y n ~' 1 x)y = ( x n ~ L xy n ^ 1 )y 


一 1 


n — 1 


( x n ~ 1 x)(y 


n—1 



x n y n . 


更一般地，若 A % 


XjXi 


hJ 


1， 


• 參 


， m ， 运用⑶式并对 m 作归纳，得到 


(Xi - - Xm) n = xV ；-^ X 7 L . 


m 


⑷ 
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类似地， ^ x-\-y = y -\- xKxi-\-Xj = Xj + Xi , i,j = 1, ••- ， m ，则 

n(x + y ) = nx ny ^ n = 0， l ，2，.._ (3 ; ) 

n(xi H - 1- Xm ) = nxi H - 1- nx m , ?2 = 0,(4^ 

一般来说，称为乘法幺半群.而称 （ M ，+,0) 为加法幺半群.在大多 

数情况下，只有当么半群交换时才用加法记号. 

4. 可逆元素 么半群 （ M , ., e ) 的一个元素 a 称为 可逆的, 若存在元素6 e M , 
使得 ab = e = 6 a (显然元素6也是可逆的).如果还有 aV = e = 6' a ，则 V = eV = 
( ba ) b f = b ( ab f ) = be = b . 这就为我们定义元素 a G M 的逆元 a - 1 奠定了基础： 

a~^a — e — aa ~^. 

不言而喻， ( a - 1 )" 1 - a . 么半群中可逆元素的概念可以看作乘法么半群 ( M n ( R )， •，切 
中可逆矩阵的自然推广. 

因为 ( xy )( y ~ 1 x ~ 1 ) = x ( yy ~ 1 ) x ~ 1 = xex~ x = e , 类似地， ( y ~ 1 x ~ 1 )( xy ) = e ，所 

以 ^ xy )-i = y - i x -\ 于是，么半群中全体可逆元素的集合对运算封闭，并 
构成 M 中的一个子么半群. 

习 题 

1. 作为一个例子在第2段中曾引出了 Z 上的运算 本： n 本 m = —u — 它是交换但非结合 
的. 在代数结构 （ Z , *) 中有恒等式 （n * m ) * m = n,m * (m * n ) = n . 现在假设给出一个任意的 
代数结构（ X ，*)，使得任取 x，y G X,{x ^ y ) = x,y ^ {y ^ x ) — x . 证明 x *y = y * x , 即算子 * 
是交换的.无需给出任何提示，因为这是本书中最没用的习题之一.但毕竟还是个练习！ 

2. 证明集合 

M ^( R ) = i A = ( aij ) G M n ( R ) aij — 0, i = 1，2, …- ， n j 

在矩阵的通常乘法运算下构成一个半群. （ M ^( R ),.) 是半群吗？ 

3. 在乘法幺半群 M 中选出任意一个元素 t 并引入一个新的运算 * : x*y = xty . 明 （ M ,*) 
是一个半群，且 （ M ,*) 成为一个么半群，当且仅当所选的元素 t 是可逆的，这时它的单位元 
是 f \ 

4. 明集合 Z 关于 运算。 构成一个交换么半群，其中 o : no m = n -\- m nm = (1 + n ) x 
(1 + m ) —1. 什么是 ( Z , o ) 的单位元？找出 ( Z , o ) 的全部可逆元 • 

§2群 

1. 定义和例子 考察行列式不为0的实系数 nxn 矩阵的集合 GL n ( R ). 根 
据第3章§2的定理 3 ,det 乂笋 O.detB ^ 0 ^ det AB ^ 0. 我们看到， A,B G 
GL n ( R ) ^ABe GL n ( R ). 进一步， ( AB)C = A ( BC ), 并且存在一个矩 阵丑, 使得对 


一切 4 e GL n ( R),AE = EA = A . 此外，任意矩阵 4 e GL n ( M ) 都有“逆元”，即逆矩 
阵 A ~ x , 使得 AA~ X = A~ X A = E . 

集合 GL n ( M ) 连同合成法则（二元运算 )( AB ) ^ 称为 M 上的 n 阶一般线性 
群，沿用§1的术语，它是么半群 （ M n ( R )， •，切 中的所有可逆元素构成的子么半群. 
但是这个子么半群特别重要，它得到了特殊的命名，并成为一般理论有价值的实例. 

定义 所有的元素都可逆的半群 叫作群 .换言之，下述公理必须满足. 

GO ) 在集合 G 上定义了 一个二元运算 （ x ， y ) xy . 

G 1) 运算是结合的：任取 x ， y，z G G ， ( xy)z = x ( yz ). 

G 2) G 有单位元 e : 任取 x E G,xe = ex = x . 

G 3) G 的任意元素 t 有逆元 x ^. xx ^ = x~ x x — e . 

我们在第 1 章 §8 中引出的代数结构&满足上述公理，称之为 n 元置换的对 
称群.事实上，正是这些重要的例子，使我们想到了群的一般定义. 

令人惊讶的是，代数学中最古老和结果最丰富的领域，竟然建立在这样一组简 
单的公理之上，这一领域在几何学中，以及将数学应用到自然科学当中发挥着根本 
作用.稍加分析可见，它们还可以进行简化，但这种事对于我们来说不是原则性的. 

带有交换二元运算的群自然叫作交换群，也常常叫作阿贝尔群(为了纪念挪威 
数学家阿贝尔).“群”这一术语是由群论的创始人，法国数学家伽罗瓦引入的.群论 
的思想在伽罗瓦之前已有流传（就像基本的数学思想产生时常有的那样)，拉格朗日 
实际上已经证明了群论的一些定理，虽然其形式是朴素的.伽罗瓦天才的工作起初 
并没有被人们理解，对这一工作重又引起兴趣是在若尔当的书《置换与代数方程》 
(1870 年）出版之后开始的.直到19世纪末，群论才“完全脱离了梦幻，代之以精细 
整理过的逻辑结构 . ”（克莱因，《19世纪数学发展史讲义》） . 

对于群 G 中元素的个数(更准确地说，群的基数)，可用等价的符号 CardG ,| G |, 
以及 （G : e ) 表示. 当然在§1中关于幺半群的全部论述都可以用到群上来.仅需引 
入一些必要的新名词 • 特别是，子集丑 C G 称为 G 的一个子群，若 e G H-MMe 
H 今 hih 2 eH ^ RheH ^ h - 1 eH . 子群 H cG 叫作一个真子群，若丑# { e }， 

且丑# G . 

我们再给出一些群的例子. 

例1在一般线性群 GL n ( M ) 中考察由行列式为1的矩阵构成的子集 SL n ( M ) : 

SL n ( M ) = {Ae GL n ( R )| detA = l }. 

显然，五 G SL n ( M ). 根据第 3 章关于行列式的一般结果 

det A = 1^ det B = 1 det AB = 1, 

det A -1 = (det A ) -1 = 1. 

所以 SL n ( R ) 是 GL n ( M ) 的一个 子群； 称为 R 上的 n 阶特殊线性群.它也叫作单位 
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模群，然而后一名词通常用于行列式为士 1的矩阵构成的群. 

应该指出，群 GL n ( R ) 中包含着许多有趣的群，几代数学家都把它看作新的思 
想和未解决问题的无尽的源泉. 

例2用有理数代替实数，我们就得到了 Q 上的 n 阶一般线性群 GL n ( Q ) 及其 
子群 SL n ( Q ), 在群 SL n ( Q ) 中包含一个有趣的子群 SL n ( Z ), 它由行列式为1的整数 
矩阵组成.第3章§3的定理1给出了其逆矩阵的表达式，由此可以证明， SL n ( Z ) 确 
实是一个群.群 SL n ( Q ) 和 SL n ( Z ) 在数论中占有重要的地位.在图15中， GL n ( M ) 
的上述子群构成了一个偏序集（见第1章§6第4段). 


GL„(Q) 


GL„(R) 



例 3令例1和例2中的 n = 1，我们得到了实数和有理数上的1阶乘法群 

M * = M \{0} - GLi ( M ), Q * = Q \{0} = GLi ( Q ). 


这些群显然是无 限的. 因为在 （ Z ， •， 1) 中的可逆元仅有1和-1，故 GLi ( Z ) = {士1}. 
进一步， SU ( R ) = SLx ( Q ) = SLx ( Z ) = 1. 但当 n = 2 , 甚至连群 SL 2 ( Z ) 都是无限 
的，比如：它包含所有的矩阵 



我们进一步指出若干无限加 法群: 




m G Z. 


( R ， +，0)， （ Q ， +，0)， （ Z ， +， 0). 

例 4 设 n 是任意集合，而 s ( n ) 是全体双射 ( 一一 映射)/ : 的集合.考 
虑到第1章§5关于集合的映射的结果（定理1，定理2以及定理2的推论)，我们马 
上断言，是一个群，其自然的二元运算是映射的合成.自然地， R ⑺是§1例 
1中定义的么半群 M ( n ) 的子么半群，它由 M ( Q ) 的全体可逆元素组成，但这个细 
节我们就不过多强调了.群自身，特别是它的各类子群叫作 变换群 ，它们在群 



论的各种应用中是很基础的.1872年克莱因宣布了著名的“爱尔兰根纲领”，将变 
换群的概念作为对各种几何学进行分类的基础（关于这一点详见 [BA n ]). 

如果将 D 取作线性空间 M n ， 我们就得到了一个“很大”的难以全面认识的群 
RST ). 但 S ( R n ) 中包含一个由可逆线性变换^4: — ST 构成的子群，它与 n 阶 
非退化矩阵4——对应（见第2章 §3). 

这样就可以把 GL n ( M ) 嵌入到 RST ) 中. 

在下面引入群同构的重要概念之后，这一嵌入的含义就清楚了. 

2. 循环群 设 G 是乘法群（即带有乘法运算)， ci 是 G 的一个取定的元素.如果 
任意元素 geG 都可以写成 g = a n 的形式，其中 n e Z ， 则称 G =⑷是带有生成 
元 a 的 循环群 (或由元素 a 生成的循环群).类似地，在加法的情况下，循环群定义 
成⑷= { na\n G Z }. 当然，这并不意味着元素 W 或 rm 是两两不 同的. 约定符号 
( a - 1 产= a - k , 并证明下述论断的正确性. 

定理1任取 m，n G Z , 



(对应地，+ na = (m + n ) a , n ( ma ) = ( nm ) a ). 

证明 如果 m，n 是非负的，见 §1 第 3 段的关系式 (2) 和 （2'). 如果 m < 0, n < 0, 

则 777/ = —m > 0 ， n r = —n > 0 , 且 

a m a n = ( a - 1 ) 171 '( a - 1 ) 71 ' = ( a - 1 ) rn，+n， = a ~ (m， + n，) = a m+n . 



如果 777/ > n ， 贝 lj 



当 m > 0 ，n < 0 时，可类似地处理.利用上述论断和元素方幂的定义，易证等 

♦ 

式 （ a m 广=： a mn . □ 

循环群最简单的例子是整数加群⑺，+，0)，它由元素1或-1生成.易验证矩 

阵 ( ^ 1 ) 生成 SL 2 ( Z ) 的一个无限循环子群.集合{1， -1} 是一个 2 阶的乘法 
循环群. 

我们来看 n 阶循环群的一个例子，考察平面绕某个点0的旋转，使得中心在0 
点的任意正 n 边形变到自身.显然，这些旋转构成一 个群： 它的乘法是将两个旋 
转依次施行.我们的群 C n 含有旋转仰， 外，…, ^ Pn - i , 它们分别是依逆时针方向旋 
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转角度0, ^，…， ^^-- 7 r . 这时％ = 的，从几何直观出发，显然有％- 1 = ^ r s , 
且对=仰(单位变换).于是 | C n | = n 且 C n = 〈外〉 . 注意循环群 C n 是正 n 边形 

Pn 的全体对称变换（即 Pn 到自身的变换)风的一个真子群. 

再一次假定 G 是任意群， a 是 G 的一个元素.我们得到了两种可能性. 

1) 元素 a 的所有方幂两两不同，即 m # n a m # a n . 这时称元素 a 是一个无 

限阶元. 

2 ) 当 m # n 时， 有等式 a m = a n . 如果 m > n ， 则 a m ~ n = e , 即元素 a 的某个 
正方幂等于 G 的单位元.设 g 是使 M = e 的最小正数，这时我们称元素 a 是有限 
阶元，阶数为义 

在一个有限群 G(CardG < go ) 中，自然所有的元素都是有限阶的. 

注意“阶”这个词在数学中有多种含义.我们以前谈过 n 阶方阵 (BP n x n 阶的 
矩阵)，但一个非退化矩阵4作为 GL n ( M ) 的元素也有在刚才指出的意义下的一个阶 
(可能是无限的).但从上下文看，每一次出现的阶的含义都是清楚的. 

回顾 n 阶循环群，下述论断几乎是显然的. 

定理2 任意元素 a G G (这里 G 是任意的群）的阶等于 Card ( a ). 

如果 a 是一个 g 阶元，则 〈 a 〉 = { e , a , • • • , a 9-1 }, 

a k = e ^ k = lq ^ / G Z . 

证明 如果 a 是无限阶元，无需证明.如果 a 是 g 阶元，则由定义，元素 e ， a ， 
/，•_•， a ^- 1 两两 不同. 任意其他的方幂 a fc 与这些元素之一重合， BP 〈 a 〉 = { e ， a ， …， 
a 9 ' 1 }. 为此，利用 Z 中的带余除法（第1章§9第3段)，将 A : 写成如下形式 

k = lq + r , 0彡 r 彡 g — 1 

运用定理1给出的方幂法则，得到 

a k = ( a q ) 1 a r = ea r = a r . 

特别地， a k = e r = 0 k = Iq . □ 

3 •同构 前面已经指出，沿逆时针方向旋转0。，120。，240。的三个旋转 
仰 m 2 将等边三角形巧变到 自身. 但是还有图16指出的三个 轴对称变换 （反 
射 )也，也， 03. 它们的对称轴分别是1 一 1/，2 — 2/，3 —3/.全体6个对称变换分别对 
应于三角形顶点集的六个置换.我们得到 

〜 e , pi 〜 （123), M 〜 (132), 

叭〜（23)，也〜（13)，咖〜 (12). 

因为不再有其他的三元置换，故可断言，正三角形的全体对称变换组成的群乃 3 显 
示出与对称群％的极大类似. 
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在同样的意义下，循环群 C n (见第2节例）和〈(1 2… n)〉C &彼此相似.这 
些事实和关于群的一般性思考，引出了一个十分自然的问题，它涉及群的最本质的 
属性.初看起来，一个群 G 的全部信息已包含在 G 的乘法表中，称之为凯 莱表： 


91 


92 


9n 


91 

9191 

9192 

• • • 

9l9rt 

92 

9291 

9292 

• • • 

929n 

9n 

9rt9l 

9n92 

• • • 

9n9n 


事实上，群的很多规律可以从观察它的凯莱表得出，即从以=仍义 • G G 
为元素的矩阵 M = ( mij ) 得出（若 n = (G : e )， 矩阵的阶为 n x n ). 例如，我们注 
意到在矩阵 M 的每一行和每一列，群 G 的任意元素刚好出现一次(见下述定理4 
的证明).群 G 是阿贝尔群当且仅当矩阵 M 是对称的，可以从表中 
得到的群的性质有很多，但是毕竟在比较两个群 G 和 G 的乘法表时，涉及元素 
的排列顺序，因为矩阵 M 的形状依赖于群元素的取法，而在无限群的情形，情况 
就更加复杂. 

比较群 G 与 G 的最正确最基本的方法基于同构的概念. 

定义 两个分别具有运算 * 与。的群 （ G ，*) 与 W ， o ) 称为 同 构的，若存在一 
个映射/: G — G /， 使得 

i ) f(a * b ) = /⑷ o /⑼对任意 a , beG 成立； 

ii ) / 是双射 • 

通常用符号 GiG f 表示两个群 同构. 

我们给出同构的一些简单性质. 

1) 单位元对应到单位元. 事实上，若 e 是群 G 的单位元， 贝! J e*a = a*e = a ， 

这就意味着 /( e ) 。 /( a ) = /⑷。/⑷=/⑷，因而/⑷= 〆 是群 G ' 的单 位元. 这 
一证明部分地用到了 /的两个性质.性质 i ) 是显然的，性质 ii ) 保证了 /是满射， 
因而/以）取遍了群 G 的所有 元素. ' 

2) /( a -1 ) = /( a ) -1 . 事实上，根据 1) / ⑷。 /( a -1 ) = /(a * a -1 ) = /( e ) = e ’是 
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G ' 的单位元，从而 

/⑷ — 1 = /⑷ — 1 O e’ = /⑷ — 1 o (/ ⑷ o /(a- 1 )). 

= (/ ⑷ — 1 o /⑷ ）O /( a -1 ) = e ’ O /( a -1 ) = /( a -1 ). 

3) 逆映射 f - 1 ： G ^ G (根据性质 ii )，/- 1 是存在的）也是一个 同构. 由于第1章 

§5定理2的推论，我们仅需验证/- 1 满足性质 i ). 设心 V G G '. 由于/的双射性 
有 a , 6 G G , 使 /⑷=心 /⑻= K 因为 / 是同构， a f ob f = f ( a ) of ( b ) = f ( a ^ b ). 
从而有 a * 6 = f~\ a f o b f ), 又因为 a = b = /- 1 …)，故 o b f ) ^ 

/—Ha’) */- 

注记 简单的验证表明，在群乃 3 和％ 之间建立的关系〜是一个同构. 

函数/: = In 是正实数乘法群 （ R +，•） 到全体实数的加法群 （ R ，+) 的一个同 
构 映射.显然对数函数的性质 lnM = lnci + ln 6 恰为同构定义中的性质 i ) 的一个模 
型. /的逆映射是指数函数 z ^ 

现在我们来证明两个一般性的定理，说明同构在群论中的作用. 

定理3任意两个同阶的循环群是同构的（特别地，任意两个无限循环群是同 

构的). 

证明 事实上，若&〉是无限循环群，则所有的 g 的方幂泸是彼此不同的，令 
9 n ^ f ( g n ) = n , 我们得到了一个同构/:⑷ —（ Z ，+)• /的双射性是显然的，而性 
质 f ( g m g n ) = f ( g m ) + f ( g n ) 由定理 l 推出. 

现在设 G = { e , g , •••, 罗- 1 }, G / = { 〆 ， 〆 ，...， ( g ^ 1 } 是两个 9 阶循环群 
( G 和 G ' 中的运算均用乘法表示).我们定义一个 一一 映射 

/ : 9 k ^ ( 〆 )' & = 0, 1 ,… . ， q - 1. 

任取 n,m = 0, 1, • • • , g - 1，设 n + m 二 ~ + r ，0 ^ r ^ q - 1, 如同定理 2 的证明， 

我们有 

f ( ff n+m ) = f ( g r ) = ( g f Y = ( gT +rn = (gT (gT = f ( g n ) □ 

定理 4( 凯莱）任意 n 阶有限群都同构于对称群的某个子群. 

证明 设 G 是我们的群， n = | G |. 可以将&看作集合 G 到自身的全体 一一 
映射的集合，因 为被& 的置换所作用的那些元素，其自然属性是非本质的. 

对于任意元素 a G G , 我们来看由公式 

= ag 

定义的映射 L a . G ^ G (显然我们重述了第1章§8第3段的定义).如果 e = 
9 i ^ 92, * * * , 9 n 是群 G 的全部兀素，那么物 ， 叩2， …， ag n 是按照另外的次序排列 
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的 G 的全部元素（回忆凯莱表).这件事是明显的，因为 

agi ^ agj a~ 1 (ag i ) = a~ 1 (ag j ) (a _1 a)^ = (a -1 a)^ gi = gj. 

显然， L a 是一个双射（置换)，其逆映射为 Lf = L a - i . 恒等映射自然是 L e .. 

再一次运用 G 中乘法的结合律，得到 L ab ( g ) = ( ab)g = a ( bg ) = L a ( L b g )， 即 

Lab = L a Lf). 

令 S ( G ) 是集合 G 到自身的全体双射组成的群，即群 S n ， 则集合 l e ， L 92 , ••• , L, n - 
构成 S ( G ) 的一个子群丑.我们有包含关系 HcS n 和对应关系 L : a ^ L a e H , 
根据上面的论述， L 具有同构的一切性质. 口 

凯莱定理虽然简单，但在群论中意义重大.它引出了某种 “ 通用”对象(对称群 
{5 n |n = 1，2,… } 的族)，这种通用对象在精确到同构的意义下包含了所有的一般有 
限群.短语“精确到同构”，即将所有同构的群归为一类，不仅反映出群论的本质也 
反映出整个数学的本质，没有这样的一般化，数学就失去了意义. 

在同构的定义中若 G ' = G ， 我们就得到了群 G 到自身的同构映射 9 — 

称之为群的 自同构. 例如恒等映射 e G : g h g (以后简记作 1) 是自同构，但一般 
来说，群 G 也有非平凡自同构.同构映射的性质 3) 表明，自同构的逆映射也是自 
同构 .如果 < p , 4 是群 G 的自同构，那么任取 a , b e G,((p o i )){ ab ) = ( p (^ p ( ab ))= 

⑷ 4(6)) = ( p 。#) ⑷ （ p 。 V 0(6). 事实上，群 G 的全体自同构的集合 Aut ( G ) 构 
成 5( G ) 的一个子群，后者由 G — G 的全体双射组成. 

4. 同态 在群 G 的自同构群中含有一个特殊的子群.它用符号 Inn ( G ) 表示， 
称为 内自同构群. 其元素是映射 


la •• g ㈠ agar . 

简单的练习表明，4满足自同构的一切性质，并且，厶=1是单位 

自同构， I a oI b = J a 6 ( 因为 （A o I b )( g ) = I a ( I 捕= I a (b g b - 1 ) = abg b - 1 a - 1 = 
( ab ) g ( ab )- 1 = I a b ( g ))- 

最后一个关系式指出，由公式 /( a ) = J a ，a eG ， 定义的从群 G 到它的内自同构 
群 Inn ( G ) 的映射 

f •• G — Inn ( G ) 

满足自同构映射的性质 i ):/ ⑷。/⑻= f ( ab ). 但性质 ii ) 不一定 满足. 例如 ，当 G 

是阿贝尔群时，任取 a , g e G , aga - 1 = 仏故 J a = J e ，群 Inn ( G ) 仅由单位元 J e 组 

成.这个例子自然导致了下述的一般化 

定义群 （ G ，*) 到 （ G '， ◦) 的一个映射 / : G — G ' 叫作 同态映射 ，若 


V a, 6 G G, /(a * 6) = / ⑷ o /⑻ 
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(换言之，只满足同构定义中的性质 i )). 

集合 


ker / = {ge G \ f ( g ) = e ' 其中的单位元}， 


叫作同态/ 的核. 

群到自身的同态映射也叫作群的自 同态. 

在同态的定义中不仅不要求/是单射，也不要求/是满射（即“到上”的映射)， 
但这不是本质的，因为我们总可以局限于考察映射的像 Im / C G '， 它显然是 G ' 的 
一个子群.同态/与同构的主要区分点在于非平凡核 ker / 的存在性，它是度量/ 
的非单射性的 尺度. 如果 ker / = { e }， 则/ : G ^ Im /是一个同构. 

我们指出 


/( a ) = e ; , f ( b ) = e f f(a * 6) = f ( a ) of ( b ) = e ’ o e ’ = e ’, 且 

/( a - 丄） =/ ⑷ - 1 = ( e ’)- 1 = e ’. 

所以核 ker / 是 G 的一个子群. 

5. 术语.例子 术语满射(“到上”的映射) ，单射 (嵌入映射) ，双射 ( 一一 映射)，可 
用于任意集合间的映射（不一定带有运算)，在讨论群（或其他代数系统）时，我们使 
用相应的术语满同态（“到上”的同态)，单同态（带有单位核的同态)，同构 （ 一一 同 
态，既满且单).存在 着用态射取代 同态的 倾向. 在阅读数学文献时了 解这些 术语是 
有用的，但最初读者（如果愿意）可以在术语同构与同态之前附加“映入”和“映上” 
等字样. 

现在来进一步考察群同态的若干例子. 

例 5整数加群 Z 到 g 阶循环群 ㈤ 上有一个满同态映射 f ： n ^ 泸(见§2定 
理 2). 此时，显然有 ker /-{^|/ GZ }. 事实上，{/^} C ker / 是显然的，反面的包 
含关系从定理1得到. 

例 6从实数加群 R 到平面绕不动点0点的旋转群 T 的映射/ : R — T 由公 

式 /( A ) = Oa 给出（此处少 a 是逆时针转过角度 2 ttA 的旋转)，它是一个同态，理由是 

。旋转 2 tt 的整倍数与单位旋转(转零角度)重合，故 ker / = Z . 也可 

以说/是 M 到单位圆周上的一个同态，因为在与单位圆周#的点之间存在一 
个由极坐标（1， 2 ttA ) 给出的——对应，其中0 < A < 1. 

例 7 —般线性群 GL m ( M ) 由满足 det 0的 m x m 实矩阵构成，令/ := 

det 则有从 GL m ( M ) 到非零实数乘法群 R * 上的同态.同态条件 f ( AB ) = f ( A ) f ( B ) 

恰为第3章§2定理3的公式.根据定义 SL m ( R ) = ker /. 

例 8考察2阶循环群 C 2 =〈-1〉= {1， -1}. 如果必要，它可以用凯莱表抽象 
地 给出： 
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• 

1 -1 

C 2 : 1 

1 -1 

-1 

—1 1 


由已知的函数£ = sgn ： 7 T G (置换 7 T 的符号）给出的映射 e •• S n — C 2 是对称群 
&到 C 2 上的同态•核 kere = 人， 阶为 - n ! (见第1章§8第3段)，人叫作 交 错群. 

例 9无限群可以同构于自己的真子群.例如加法群 ( Z ，+) 包含有真子群 nZ = 
{ nk\k e Z }, 其中 n > 1 是一个固定 整数. 易验证由 g n ( k ) = nk 定义的映射 g n : Z ^ 

nZ 是一个同构.顺便指出， Z 和 nZ 都是无限循环群，生成元分别为1或-1，以及 
n 或 - n ; 所以和映射 /c h - n / c 是 Z nZ 的全部可能的同构 映射. 

例 10群 Aut ( G ), 甚至个别的一个非单位元 p G Aut ( G ), 都可能带来群 G 的重 
要信息.下面的例子可以说明这一点.设 G 是有限群，它有一个2阶自同构 = 1), 
没有非平凡的不 动点： 


a 7 ^ e => ♦ a . 

设 p ( a ) a - 1 = 对任意 a , b e G 成立.对等式左乘 p ⑼ _1 ， 右乘 a ， 得 

到 P (6) _ V ( a ) = 6 _1 a ， 即 (^( fe _1 a ) — fe _1 a , 从而 b~ l a = e , b = a . 也就是说，当 

a 取遍 G 的所有元素时， ^( a ) a - 1 亦然，或等价地说，任意元素 geG 可以写成 

9 = p ⑷ a - 1 的形式.但这时 ( f ( g ) = ( pf ^ ay ^ a - 1 ) = p 2 ⑷ p ( a - 丄 ）= a p ⑷ - 1 = 
( p ⑷ a - 工) -1 = 夕- 1 •即 p 重合于 映射分 h 分- 1 .由此得到= ^( a _1 )^( fe _1 ) = 

^( a - 1 b - 1 ) = ( a " 1 6- 1 )- 1 = 6 ci ， 即 G 是阿贝尔群.此外 （G : e ) 是一个奇数，因为 G 
是由 e 和互不相同的元素对 gi , g~ x = ( p ( gi ) 组成的. 

例11 下述例子表明，可以改变群的运算，但在同构的意义下不改变群自身， 
(亦见§1习题 3) .设 G 是任意群， t 是 G 的一个给定的元素.赋予集合 G —个新 
的运算 

( 9 , h ) g*h = gth . 

我们可以直接验证（仍 * 仍） * 93 【 gi * (92 * 93) , 即运算 * 是结合的.此外 g * t - 1 = 

t — 1 * g = g , 且 g * = ( t ^ g - H - 1 ) ^g = t ~\ 这就表明 （ G ，*) 是带有单位 

元 e * = 广 1 的群•分在 （ G ，*) 中的逆元由 K 1 = t ^ g - H - 1 给出. 映射 f : g h gt - 1 
建立了群 （ G ，•） 与 （ G ，*) 之间的同构，即 f ( gh ) = f ( g ) * f ( h ). 

上述所有的例子都说明了一个一般性的原则：对群 G 的态射的研究反映出群 G 
自身的重要信息. 


习 题 

1. 证明群 G 的任意子群族 { Hi\i € /} 的交门历是 G 的一个子群. 

iei 

2. 设 S 是群 G 的子集，称 G 是由 S 生成的，并记作 G = 〈 S 〉， 若包含 S 的所有子群的交 


与 G 重合. （换言之，在 G 中没有包含 S 的真子群 .） 证明，当 G = 0〉时，任意元素 geG 
形如夕= tit 2 ... tn , n = 1，2,…，其中 e S 或 tr 1 G S ， l ^ t ^ n . 

3. 证明群 G 中乘法可换的元素 a ，& 若有互素的阶 s ， t ， 则在 G 中生成一个 st 阶的循环子 
群： ( a , b ) = ( ab ). 

提示：包含关系 〈 a&〉C ( a , b ) = { a l 1^\0 ^ i ^ s - 1, 0 ^ j ^ t - 1} 显然成立. 
根据第 1 章 §9 第 3 段，从 ( s , t ) = 1 可知，存在 / c，Z e Z ， 使 tk + si = 1. 考虑到定理 
l，a = o}~ sl = a tk = a tk b tk = { ab) tk E ( ab ). 类似地 ， b E 〈 a &〉， 故 〈 a ， 6 〉 C ( ab ). 

4 . 设 M =〈 S 〉 是由集合 S 生成的幺半群，如果每个元素 S 6 S 各 M 中可逆，证明 M 是 
一 个群. 

5. 证明下述论 断：设 G 是一个 i ； 半群，使得任取 a , b e G , 方程 ax = 6, ya = b 有唯一 
解，则 G 是一个群. 


6•令 p a ，b : a R 似+ &( a ，b E M ; a / 0) 是实直线上的一 个仿射变换， 它们的集合记作 
▲ ( R )， 在 A !( R ) 中定义乘法 ifa^cd = ^ ac , ad + b , 证明 ( M ) 是一个群. A ^ R ) 包含有一个子 


群 GLi ( M ), 它使点 



0保持不动，也包含有一个由“纯位移 ”: r 


h- ^ 


x + b 组成的子群. 


7 •群 sl 2 ( z ) 包含有元素 a 


0 


0 


和 B 


0 


，阶数分别为4和3.证 


明 〈 AB 〉 是 SL 2 ( Z ) 中的无限循环子群.这说明群 G 中两个有限阶元素的乘积不一定是有限阶 
元.这件事在阿贝尔群中成立吗？ 


8. 证明若群 G 的阶 | G | = 2 n 是一个偶数，则 G 中包含有一个二阶元 g ^ e . 
提示：观察 G 用元素对夕， g _1 的划分. 


9. 证明 Sn = ((12), (13), …， ( In )). 

10. 证明 & =〈(12)， （123 … n )). 

11. 证明交错群 A n ， n 彡3,是由3循环生成的，并且事实上 


A n = 〈(123)，（124)， ... ， (12 n )). 

12. 证明循环 7 T = (12 . • . n ) e S n 的 k 次方幂 7T fc 是 d 个互不相交的循环的乘积，每一个 
的长度为 q = n / d , 其中 d = g . c . d ( n , fc ) 是 n 和的最大公因数. 

13. 设置换 7 T e Sn ， 将 7 T 分解成互不相交的循环的乘积，证明 7 T 的阶（即循环子群 〈7 T 〉 的 
阶)，等于这些循环的阶的最小公倍数. 

14. 设 A ，B € M n ( R ) 且 ( AB )^ = E 对某个整数 m 成立，那么一定有（凡 4 ) m = E 吗? 

15. 设 G 是一个有限（乘法）群， H 良 G 的一个非空子集，如果丑关于 G 的乘法封闭， 
证明丑是一个子群.事实上，在这种情况下，在丑中存在单位元 e 和逆元 hr 1 , heH 的要求 
是多余的. 

16. 正有理数的乘法群 （ Q +，.） 可以有什么样的生成元集？ 

提示：利用第1章§9的算术基本定理. 

在 （ Q +，•） 中是否存在有限生成元集？ 

17. 证明对于给定的阶数 n ， 在同构的意义下仅有有限多个 n 阶群，群的个数记作 p { n ). 
提示：估计上述 n 阶凯莱表的个数.运用定理4证明 p ( n ) 不会超过^ W ^，即从&中 

取 n 个置换组成的不同子集的个数.事实上， /?( n ) 远小于此数，但逼近于精确值的较好的估计 


§3 环和域 
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至今没有找到. 

18. 用习题10证明，每个有限群都可以嵌入到具有两个生成元的有限群中（即存在到这种群 
内的一个单同态). 

19. 试证图17标示出了交错群凫 4 的所有子群. 

^4 


(123) 



图17 

其中符号 W 代表克莱因4元群， V 4 = { e , (12) (34), (13)(24), (14)(23)}, 图中的其他顶点代 
表循环子群，其生成元已写明. 

20. 证明所有的4阶群都是阿贝尔群，精确到同构只有置换群 U = 〈(1234)〉和克莱因四元群 
v 4 两种，也可以写成矩 阵群： 




0 


c gl 2 (r )， 


0 


c gl 2 (r) 


给出同构映射 —> Ll , V4 ~> Lj 2, 

提示：若任取 ： r 6 有： r 2 = e ，则 abab = e => ab = b ~ 1 a ~ 1 = b ( b ~ 1 ) 2 ( a ~ 1 ) 2 a = beea 

= ba . 


§ 3 环和域 

i . 环的定义和一般性质 代数结构 （ z , +),( z ,.) 是最先进入我们枧线的幺半 
群的 例子. 后来看到 （ Z , +) 是加法阿贝尔群（事实上是循环群).但人们经常把这两 
个结构合并在一起，得到一个在数学上称之为环的代数结构.初等算术最重要的两 
种运算的关系依赖于分配律 （a + &)c = ac + 6c, 表面看来它很平凡，那是因为我们已 
经习惯于它的 存在. 如果我们试图，例如，将代数结构 （ Z, +) (Z, o) 联系在一起， 
其中 nom = n + m + nm ， 就会发现找不到在两个二元运算之间如此之好的协调性. 
在列举更多的例子之前，先给出环的精确定义. 

定义设丑是一个非空集合，在丑上定义了两种（二元代数）运算 +( 加法）和 
- (乘法)，满足下述条件： 
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R 1) (丑,+) 是阿贝 尔群； 

R 2) ( R r ) 是 半群； 

R 3) 加法和乘法运算以分配律相联系（换言之，乘法对加法的分配律)，即 

(a + b)c = ac + be , c(a + b ) = ca -\- cb 


对任意的 a , b , c e R 成立. 

则称 （凡 +, •) 是一个 环. 

{ R , +) 叫作 环的加法群，而（丑， •） 叫作它的乘法群.如果（丑， •） 是一个幺半 
群，则称（丑，+， •） 是有单位元的环 • 

环的单位元通常简记作 1. 1的存在性有时列入环的定义中，但我们不这样做. 
在应用中和广义环论中（这一理论正在蓬勃发展)，人们有时研究另外的代数结 
构.其中条件 R 2) 或是取消，或是视具体问题代之以其他条件.在这种情况下，称 
它为非结合环.但我们在这里只考虑通常的（结合）环.这就意味着我们可以根据§1 
的定理1,不必在意环中任意&个元素的乘积中括号的位置. 

环丑的子集 L 叫作一个子环,如果 


^ x , yeL=^x — yeL 和 xy G L, 

也就是说， L 是环的加法群的子群和乘法半群的子半群. 

显然 ，环丑 的任意一簇子环的交仍然是一个子环（证法与§2的习题1同)，于是 
谈论由 子集 T C 丑生成的子环 〈 T 〉 C 丑 是有意 义的. 根据定义， 〈 T 〉 是丑 中包含有 

T 的所有的子环之交.如果 T 自身已经是一个子环，则 〈 T 〉= T . 

如果任取 G 有 xy = yx ， 则环丑叫作 交换的(与群不同，交换环通常不 
称作阿贝尔的). 

环的概念是非常广泛的.不仅如此，初看起来非常特殊的交换环类是几十年来 
强有力的研究课题，并且交换环论目前已与代数几何交织在一起，后者是界于代数、 


几何和拓扑之间的一个漂亮的数学分支. 

例1 ( Z , +, •) 是带有通常的加法和乘法运算的整数环.能被 m 整除的整数集 
m Z 是 Z 中的一个子环（当 m 〉1时没有单位元).类似地， Q 和 M 也是有单位元 
的环，且包含关系 ZcQ CM 给出了环 M 中的一个子环列. 


例2 我们在第2章中引进并详细讨论过 M n ( E ), n 阶方阵加法和乘法的性质 


表明， M n ( R ) 是一个有单位元1 =五 的环. 称之为 M 上的 全矩 阵环，也叫作 R 上 
的 n 阶方阵环（或 R 上 n x n 阶的矩阵环).因为当 n 〉1 时， 矩阵的乘法是不交换 
的， M n ( M ) 是一个非交换环.元素取自 Q 和 Z 的同样阶数的方阵 M n ( Q ) 和 M n ( Z ) 
分别是 M n ( R ) 的子环. 一 般地， M n ( R ) 中饱含着各种各样的子环.它们将不断地 
以自然的方式出现在我们的教程中.我们进一步指出，也可考察任意交换环丑上的 


n 阶方阵环 M n ⑻，因为任意两个矩阵 A , B e M n ( R ) 在相加和相乘后仍然是元素 
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取自丑的矩阵， M n ( R ) 中的分配律可由丑的分配律得到.这些都可以从第2章§3 
的第3段和第5段所列的矩阵运算法则中直接推导出来. 

例3除矩阵环外，在各个数学领域中，函数环亦有广泛的应用.设 X 是任 
意集合，丑是任 意环. 进一步设 R x = { X -^ R } 是所有函数（或映射 ） f •• X — R 

组成的集合，如下定义两个二元运算——逐点相加 f + g 和逐点相乘/仏 

(/ +夕)⑻=/⑷ ㊉ 夕⑻， 

( fg )( x ) = f { x ) © g ( x ) 

(其中 ㊉ 和 © 分别表示丑当中的加法和乘法运算).显然，这不是函数的合成，在 
线性映射的情况下，合成法则导致了环 M n . 而我们在这里建立的逐点相加和逐点 
相乘，反映了数学分析的观点，例如当 X = M ，丑时，函数 tg 和 sin 的乘积为 

tg • sin : x tgx - sin x , 而不是 tg o sin : x tg(sin x ). 

容易验证满足环的所有条件.比如根据丑中运算的分配律，我们有 

[/ ⑷㊉ d ( x )] © H x ) = f ( x ) © "⑻ ® g ( x ) © h ( x ) 

对任意三个函数 f ， g ， heR x 和任意^ g X 成立，根据逐点运算的定义，这就 
给出了 (f + g)h = fh + gh . 第二个分配律的正确性可类似 建立. 若 0，1 是丑中的零 
元和单位元，则 常函数 

Ox ： ^ ^ 0, lx • x ^ 1 

分别是中的零元和单位元.如果环丑是交换的，则函数环也是交换的. 

环丑/中包含各类子环，它们可以用函数的各种特殊性质来定义.例如，设 
X = [0, 1] 是 M 中的一个闭区间，且丑=肢,令 M [ G ， W 是定义在 [0,1] 区间上的所有 

实值函数环，它包含有有界函数组成的子环 mL 0 j 1] , 连续函数的子环 RP 1] ,连续可微 
函数的子环 1] ，等等，因为所列举的性质都在函数的加法（减法）和乘法下保持 
下来. 

I 

任取 a G R , 定义一个常函数 a x ： x ^ a , \/x e X , 那么嵌入映射 a ^ a x 使我 

们可以将 M 看作的一个子环.总之，几乎每一个自然的函数类都对应于 R x 中 
的一个子环. 

例4令（4,+)是一个加法阿贝尔群，任取 x , y e A , 法则 xy = 0 建立了 4 

的一个零乘法环结构. 

环的很多性质平行于群的对应的性质，更一般地说，平行于带有结合运算的集 
合的性质.例如对所有的非负整数 m , n 和 a 6 R , a m a n = a m+n , ( a m ) n = a mn §1 

的公式 （2) 相比较).而由环的定义中的三个条件导出的环的其他更特殊的性质可以 
从 Z 的性质得到启示.我们列举其中的几条.首先对任意 ae 尽 


(2 • 0 = 0 • (2 = 0. 


(1) 
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事实上 ， a 0 = a => a{a + 0) = aa a 2 a • 0 = a 2 => a 2 + a .0 = a 2 +0=> 

a . 0 = 0( 类似地， 0 .a = 0). 

现在假定 0 = 1，则任取 a G i ? 我们得到 a = a .l = a .0 = 0, 即丑中仅有零元， 
因而在非平凡的环中，永远有0 # 1，其次我们有 

(—a) - b = a(—b) = —(ab), (2) 

这是因为，例如，从 （1) 和分配律推出 

、 

0 — a • 0 = d(b — 6) — ab -I - — b) cl( — 6) — — (cib). (3) 

因为 —(— a ) = a ，由 （2) 得到等式（― a )(—6) = (例如 (-1)(-1) = 1), 和 — a = 

(- 1) • a. 

从分配律可以得到广义分配律 

n m 

(ai + … + CL n )(bi + … + b m ) =EE a ibj ⑷ 

i=\ j=l 

证明并不困难，先令 m = 1 对 n 作归纳，然后再对 m 作归纳.现在利用 （1),(2) 和 
(3) 式得到 

n(ab) = (na)b — a(nb) 


对任意 neZ 和 成立. 

最后我们指出，任取 a , 6 e 尽牛顿二项式公式 


(a + 6 ) n = 

i=0 


(: 



⑻ 


仅当丑是交换环时成立.在 （5) 式的证明中需要用到 （4), 类似于在第1章§7中对 
特殊情况 R = Z 的处理. 

2. 同余式.剩余类环设 m 是给定的自然数 ， m > 1. 集合 mZ 显然不仅在 
加法运算下封闭，也在乘法运算下封闭，并满足环的定义中的三个条件. 

现在我们来利用子环 mZ C Z , 构造一个只含有限个元素的非零环.为此引入 
定义两个整数 n , n ' 称为模 m 同余，若用 m 去除它们时余数相等.记作 n 三 
n f ( m ) 或 n 三 n ’( modm ), 这个式子叫作模 m 的同余式. 

这样 Z 就被划分为数的类，每一类中的数模 m 同余，称之为模 m 的剩余类. 
每个剩余类形如 

{ r} m = r + mZ = {r + mk\k G Z }, 

因而 

Z = {0} m U{l}m 匕 | … • LJ{ m _ l} 771 . ⑹ 
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---- ' 丨 1 ... . ■ . --- , 

根据定义， n 三 n f ( m ) <=> n — n ’ 被 m 整除. 将关系式 m \{ n - n , ) 写成同余 
式 n 三 n f ( m ) 更加方便，这些同余式可以进行通常的等式运算. 若 k 三 k f { m ), 且 

I 三 "( m )， 则 /c 土 / 三 V 土 V { m)，kl 三 k f l f ( m ). 特别地&三 k f ( m ) ^ ks = k ， s ( m ) 对任 

M sez 成立. 

这样，可以对任意两个类 {/ c } m 和 p } m 定义和或积，所得结果是与代表元心/ 
的选取无关的类，也就是说，在模 m 的剩余类的集合 Z m = Z / mZ 上诱导了唯一确 

定的运算 ㊉ 和沙 


{&}m ㊉ {}}m — {k + /}m 5 ,, 

{k}m © {l}m = {kl} m . 

由于这些运算归结为对取自剩余类中的数的相应运算，即在 Z 的元素上的运 
算，故 { Z m ,©,©} 也是一个带有单位元 { l} m = 1 + mZ 的交换环.称为模 m 的剩 
余类环.当下标 m 固定时，习惯 于用& 代替 {/ c } m ，故 

k ㊉ I = /c + /， 
k (J)l = kL 

n 当中用代表元代替剩余类乍看起来是不严肃的，但它的明显的技术上的 
优势在于，放弃上横线和花括号，仅依赖于模 m 代表元的某个确定集合，通常取集 
合 {0,1, 2,…， m -1}, 称之为模 m 的剩余类的导出集.在这一约定下，我们有比如 

—k = m — k, 2(m — 1) — —2 = m — 2. 

于是，有限环是存在的.我们给出三个简单的例子，指明它们的加法表和 
乘法表： 



• 

0 1 

0 

0 0 

1 

0 1 

• 

0 12 

0 

0 0 0 

1 

0 12 

2 

0 2 1 

售 

0 12 3 

0 

0 0 0 0 

1 

0 12 3 

2 

0 2 0 2 

3 

0 3 2 1 

1 


剩余类环很久以来就是数论学家感兴趣的对象，而在代数中，它是各类一 
般概念的出发点. 
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3. 环的同态 根据⑺式，映射/ ： n ^ { n} m 有下述性质： 

f(k + 0 = /㈨㊉ = 

这就使得我们可以在下述的一般定义下称环 Z 与 Z m 为同态. 

定义 设（丑,+，.）和（兒,©,©)是两 个环. 映射/:丑 — 纪称 为同态 ，若/保 
持环的两种运算，即 

f(a + 6) = / ⑷㊉ / ⑻， 

/(«&) = /⑷ ©/⑻. 

这时易见，/(0) = 0、且 f(na) = nf(a), n G Z . 

集合 1 

ker / = {ae R\f{a) = O 7 } 

叫作同态 / 的核.显然 ker / 是丑的一个子环. 

与群的情况一样（见§2第5段的术语)，同态 

f : R — R ， 


称为： 

单同态 ，若 ker / = 0; 

满同态 ，若像与 纪重合 ，即 

Im/ 二 f(R) = {a G R r \a r = /(a)} = R r \ 

同构, 若映射 / 既单且满. 

两个环同构这一事实简短地记作 i ? 2记. 

考察前面给出的映射/ ： n ^ {n} m ，/显然是一个核为 ker/ = mZ 的满同态 
Z — > mZ . 

如果仅仅考察带有单位元的环，那么需要在同态 f ： R -^ R f 中合理地加入条件 

/⑴ = 1 ，. 

在满同态和同构的情况下，这个条件是自然满足的. 

同构的环具有相同的代数性质，而数学上的真正兴趣在于环的那些在同构映射 
下保持不变的性质.因此环既可看作模 m 的剩余类集，也可看作这些类的代表 
元集. 

4. 环的类型.域 在我们熟知的数环 Z ， Q 和 M 中，从 M = 0可得 a = 0或 
6 = 0.但在任何上述环上的方阵环中，却没有这个性质.利用矩阵及>(见第2章§3 
定理4的证明)，当 / c 时，我们有等式 EijEki = 0,尽管^ # 0,且及 J 0. 我们 
指出 E ik E kj = Eij ^ 0. 人们可能会认为，如此不正常是由于环 M n 的非交换性，但 
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事实并非 如此. 我们在第2段中已经看到，在交换环 Z 4 中有等式2©2 = 0,与人所 
共知的真理 “2乘以2等于4” 相违背.再给出两个例子 • 

例5数对 （ a ，6) (此处可设取自 Z , Q 或 R )， 连同如下定义的加法和乘法显 

然构成一个环： 


( ai , bi ) + ( a2 , 62 ) = (ai + 勿，办 1 + 办 2 )， 

• (0^2,62) = (aia2 ， &i&2), 

这个环是交换的，带有单位元 (1,1). 我们再次遇到了同样的现象：（1，0) • (0, 1) = 

( 0 , 0 ) = 0 . 

例6在实函数 环妙中 (见第1段的例 3), 函数/ a H W 和 r r H M 
具有这样的性质：当： c 彡0时， f ( x ) = 0,而当 : c > 0时 〆 : c ) = 0. 所以它们的逐点 

乘积如是零函数，尽管/#0且 

定义 在环丑中，如果 a # 0,6 # 0,但 M = 0,则 a 叫作 左零因子 ，而 & 叫作 
右零因子 (在交换环丑中简称为零因子）.在非零环丑中，零本身叫作平凡零 因子. 
如果环丑除0外没有其他的零因子，则丑叫作 无零因子环 • 如果一个交换环丑含 
有1 # 0,并且无零因子，则称丑为 整环(整性环或具有整性) • 

定理 1 有单位元的非平凡交换环丑是整环，当且仅当在丑中消去律成立， 

即对任意 a , 6,c G 丑， 

ab = ac ^ a ^ 0 b = c . 

证明若在丑中有消去律，那么从 M = 0 = a .0 推出或者 a = 0, 或者但 
6 = 0. 反之： 如果丑是整环，则 

ab = ac y a ^ 0 a(b — c )^0 =^b — c = 0 =^b = c . 口 

在有单位元的环丑中自然要考察可逆元素的集合.元素 a 称为可逆的(或单位), 
若存在元素 a - 1 ，使得 aa - 1 = 1 = a -、. 准确地说，应该谈元素是右可逆的或左可 
逆的(它们分别指存在元素6,使 M = 1或 6 a = 1)，但在交换环或无零因子环中，这 
两个概念是一 致的. 事实上，在无零因子环中从 = 1得到 a&a = a ， a (6 a - 1) = 0, 
由于 a 一 0,故 6 a — 1 = 0，即 ba = 1. 

我们 知道，例如， 在环^中，可逆元素恰为行列式不为零的 矩阵. 一 个可逆 
元素 a 不可能是零因子： 

ab — 0 => a ~ 1 ( ab ) = 04 ( a ~ 1 a)b = 0=> l'b = 0 ： =^b = 0 

(类似地 ， ba = 0 ^b = 0). 所以毫不奇怪，成立如下的 

定理 2 设丑是有单位元的环，则环丑中的全体可逆元素构成一个乘法群 t / CR ). 



证明 事实上， U ( R ) 包含单位元， a e U ( R ) 4 a - 1 e [/( 丑) ，且丑 中的乘法 

满足结合律，因而我们只需验证 [/(丑) 对于乘法封闭，即从 [/( 丑） 中任取两个元素 a 
和 &，乘积 M 也在 U ( R ) 但这是显然的，因为 

(a6)— 1 = bS- 1 (ab. 6— 1 =，—、― 1 = a . 1 • 厂 1 = aa~ x = 1), 


表明 M 是可逆的. 口 

不难看到， C /( Z ) = {士1}是一个2阶循环群. 

如果将环的定义中的公理 R 2) 换成更强的条件，我们可以得到一类非常有趣的 
环称为 除环或斜域. 

R 2 ') iT 二 R \{0} 关于乘法运算构成一个群. 

除环永远没有零因子，其中的每一个非零元素都可逆，在交换除环中，加法和 
乘 法运算几乎是完全对称的，这种环叫 作域. 

我们再次强调 

定义设 P 是一个有单位元 1 # 0 的交换环，如果 P 的每一个非零元素都可 

逆，则称 P 为一 个域. 群 P* = U(P ) 叫作 域的乘法群. 

域是自身的两个阿贝尔群，加法群和乘法群的混合物，它们用分配律联系在一 
起 （现在由于交换性，只用一个分配律就够了). 

乘积 M - 1 —般写成分式的形式或比例式，商)，为了节省篇幅，有时借助斜 

线写成 a/6. 分式 a/6 仅当& # 0 时有意义，它是方程 bx = a 的唯一解. 

分式的运算遵循下述 法则： 



b, d 7^ 0, 




mmmm 

b d 


ad + be 

bd 


b, d 一 0, 



这是在中学就已经知道的通常的法则，但我们不仅需要记住它，也要从域的公 
理出发推导它，这样做并不 困难. 我们来看一下法则 （8) 中第二个式子的推导就足 
够了. 设 : c = a /6, 且 y = c / d 分别是方程 bx = am dy = c 的解.从这两个方程得到 


dbx = da, bdy = be ^ bd(x + y) = da + be ^t = x-\-y = 


da + be 

~bd 


是方程 = da + be 的唯一 ^ 解. 
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如果域 P 中的子环 F 自身也是一个域，则称 F 为 P 的 子域. 例如有理数域 Q 
是实数域 M 的子域. 


当域时，我们也称 P 是 F 的一个 扩域. 由子域的定义易见，域 P 的零 
元和单位元属于 F ， 并且也是 F 的零元和单位元.若某元素 a e P , 但 a 0 F , 取域 

p 中包含有 F 和元素 a 的所有子域的交巧，则巧是包含有集合 { F , a } 最小的子域 
(论证与群的情况类似，见§2习题 1). 


我 们称朽 是由域 F 添加元素 a 得到的扩域， 记作朽 = F ( a ). 类似地，域 P 
的 子域朽 = F ( ai , , a n ) 是由 F 添加 n 个元素 ai ，…， a n 得到的 • 

易见 Q (\/2) 由形如 a + &々的数组成，此处 a , 6 G Q , 这是因为 （ W ) 2 = 2,当 

a + 6 V ^ 0 时，•对于域 等等有 

类似的结果. 


域 P 与 ，称为 同构的, 若它们作为环是同 构的. 根据定义，对于任意同构映 
射/，/(0)=0',/(1) = 1'.谈域的同态意义不大，因为 


ker/^O ^/(a) = 0,a ^0^/(1) = /(aa" 1 ) = /(a)/^- 1 ) = 0 . f ( a ~ 1 )=0 

^ V6, f ( b ) = f ( l - b ) = f ( l ) f ( b ) = 0 - f ( b ) = 04 ker f = P . 

但是，域的 自同构 ，即域 P 到自身的同构映射与域的最本质的性质紧密相联，也是 
在伽罗瓦理论中研究这些本质性质的强有力的工具. 

域扩张的概念源自人类扩大数的范围的 愿望. 这一漫长的历史过程可以粗略地 
体现在下图中： 


{1} 〜 {1 + 1 = 2} wN 〜 { N ，0} 〜 

这个过程延续至今，形成了分支众多的域系，已经远离了人们所熟悉的通常的数系. 
在这一过程中，并非每个阶段都是纯代数的.例如从有理数过渡到实数时，使用了 
连续性和完备性的概念（柯西序列极限的存在性)，这件事已在数学分析课程中讲过 
T . 用完全类似的方法可以构造尹 adic 数域，我们在这里不对它展开讨论，在此基 
础上引出的现代 p-adic 分析是数学的三个 分支： 数论、代数和分析的杰出产物. 

5- 域的特征 我们在第 2 段中构造了有限剩余类环 Z m ， 其元素为 

0 ， I ， 2，… • ， m - 1, 

加法运算是 fc + /'= FTT , 乘法运算是 kJ = 应(我们不再使用符号 ㊉ 和 ©) .如果 

m =味 s 〉 l,t 〉1,则互 • f =仿=0,即互和 f 是 Z m 中的零因子. 

现在设 m = p 是一个 素数. 我们断言， Z p 是一个域（它包含 p 个元素).当 
p = 2, 3 时，从第2段中的乘法表可直接看出这一点.在一般情况下，只要对任意 
sez ;, 指出 逆元# 的存在性就可以了（整数 S 和乂显然不能被 p 整除). 
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考察元素 

沒 , 2s， ….， (p - l)s. (9) 

它们都不等于零，这是因为当& = 1,2,…， p - 1时 

廖 

s 丰 O(modp) ^ ks ^ 0 (modp )， 

这里用到了 P 是素数.同理可证，⑼式中的元素两两不等： 若 k < l , 面瓦=瓦, 
则 IT ^ = 0, 这是不可能的.于是除了排列的顺序，⑼式中元素的序列与序列 

I ， …. ,p - 1 

重合.特别地，可以找到整数 s ^ l ^ s ^ p - l , 使得石= L 这就 表明力 = I ，即 
7是5的逆元.这样我们就证明了下述的 

定理3剩余类环泛饥是一个域，当且仅当 m = p 是一个素数 • 

推论 (费马小定理） 设 p 是素数， m 是一个不能被 p 整除的整数，则有同余式 

m p_1 = l(modp). 

证明 我们已经看到，两个集合 


{fh, , (p- l)m} = {H . • • ,p - 1}. 

(在⑼式中将 s 换成 m , 并注意到等式 = [兩 , k = 1,. •. , p - 1). 将左右两个集 
合的全体元素分别连乘，我们得到 



因为是无零因子环，根据定理1,乘积 l [ k ^ o , 故可约去，得到 矿 1 三 i . 换 

知 — 1 

成同余的语言，即得到所需的式子. □ 

比费马小定理更一般的欧拉定理成立，但该定理的必要性只有在 [ BAm ] 中 

给出. 

尽管域 Z 2 , Z 3 , Z 5 , …与我们已知的域如此不同，但它们在域论 
中占据的地位与我们熟知的 Q 的相应地位是一致的.这件事可作如下说明 • 
设 P 是域. 

我们已经知道任取子域族 { Pi \ iel }, 其交集 p | 巧 仍是 P 的 子域. 

定义 一个域如果不包含任意真子域，则称之 k 素域. 

定理 4任意一个域 P 包含且仅包含一个素域 P 0 . P 0 同构于 Q 或其中 p 
是一个素数. 
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证明 假设存在两个不同的素域 P ，_ P 〃 c P ， 则它们的交 P n P " 是不同于 p 
和 P " 的一个域（交是非空的，因为0和1既包含在泸中，也包含在 P 〃中) . 根据 
P 和的素性，这是不可 能的. 因而素域 P 0 cP 如果存在，必须是唯一的. 

域 P 中包含有元素1以及1的任意倍数 = l + l + + 根据在一个环 

中元素的加法与乘法的运算性质（见第1段最后)， 


5 . 1 + t • 1 = (S + 0 . 1， (S • l)(t • 1) = (St) • l ； 5,t € Z . 

我们来定义一个映射/: Z -> P , 由 f ( n ) = n . 1 给出， 易见 f 是一个同态，其核为 
ker / - mZ , 如果 m =0, 则/是单同态，分式 （s • l)/(t • 1)， s J e Z J / 0,在 P 中有 

意义（因为 P 是域)，它们组成与 Q 同构的域 Po . 即为 P 的素子域. 

如果 m > 0,那么显然如下定义的映射 


f*：k = {k} m ^ f(k) 


是一个嵌入 — R 根据定理3,当且仅当 m 二 p 为素数时才有可能.这时 r ( Z p ) 
是 P 的素子域. □ 

定义 称域 P 有特征零，若 P 的素子域 ft 同构于 Q ; 称域 P 有素（或有限）特 

征 p ， 若 Po 2 Zp. 分别记作 charP = 0 或 charP = p > 0. 

通常用 F p 或 GF ⑼ (伽罗瓦域）作为 p 元“抽象”域的符号代替 Z p . 令 p 是素 
数， n 是任意正整数 ， g =泸，存在 g 元有限域 GF (办我们将在 [ BAffl ] 中回到这 
个有趣的问题上来，现在仅给出一个例子，描述带有4个元素. {0， l ， a ，/3} 的域： 



• 

0 

1 

a 


0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

a 

p 

a 

0 

a 


1 


0 


1 

a 


a 和/?是什么并不重要.读者不妨自行验证加法和乘法满足分配律. 

特征零表明在域 P 的加法群中，元素1的阶是 无限的 .类似地，有限特征 p 表 
明，在域 P 的加法群中，任意非零元素的阶是^ 


px = X -\ - \- X = 1 • X -\ - \-1 • X = (1 -\ - + 1) • X = (p • l)x = 0. 

6. 关于线性方程组的注记 现在将目光转向前几章的线性方程组和行列式理 
论.我们讨论过的线性方程组的系数和矩阵中的元素是数（有理数或实数)，但并未 
用到这些数的特性.因而用指定域 P 中的元素代替数不会有任何障碍.这时结果应 
当用域 P 的术语来阐述：线性方程组解的分量和函数 det 的值均在 P 中.解线性 
方程组的高斯算法，行列式理论，克拉默法则对任意域 P 仍然有效（即没有变化). 


17 设给定一个齐次线性方程组 AX = 0,系数矩阵为 



未知数所成的列向量为 X = [ xi , x 2 , x 3 , x 4 ], 直接计算可得 detA = 2 3 - II 3 .从而令 _P 
是任意特征零或特征 P 笋2，11的域（这时整数1，2,3,4, -10,…，15可由相应的剩余 
类代替)，以 G P ， 则方程组是确定的，仅有唯一的平凡解 X = 0. 

如果 char P = 2( 例如 P 二 Z 2 )， 那么根据同余式 



(mod 2) 


我们得知系数矩阵的秩为2,方程组有两个线性无关的解 Xu = [1，0，1，0]， X 2 = 
[0,1,0,1]. 为避免混淆，本应写成= [ I ,0, I ,0], X 2 = [0,1,0,1], 但是我们已经 

有充分的准备去领会简化的记法. 

如果 char P = 11，则由同余式 

1 2 3 4 \ ,1234 

-10 13 14 15 12 3 4 

12 -9 14 15 ~ 1 2 3 4 

12 13 -8 15 / \ 1 2 3 4 

得到，方程组有3个线性无关的解 




X ：- [9,1,0,0], X 2 - [8,0,1,0], X 3 -[7,0,0,1]. 

正如我们已经看到的那样，方程组解的个数依赖于域 P ， 但解方程组的过程与 
平常没有任何不同.从 Q 和 R 过渡到一般域的好处之一是避免了论述中的重复. 
但还有更重要的原因. 

直到现在当我们谈到一般线性群时，总是指系数取自 Q 或 R 的全体非退化矩 
阵组成的群.系数取自域 P 的 n 阶方阵的全体构成矩阵环 M n ( P ), 而所有非退化矩 
阵4 G M n (P)(detA ^ 0的矩阵）构成域 P 上的一般线性群 GL n ( P ). 改变域例 
如取 P = F p ， 就可以自然地得到一系列重要的群（见 [ BAm ]). 

形如 R ， Q ， Q ( W ) 的域通常称为 数域 .域 F p 是一个非数域的 例子： 不正规地称 
其元素为数，仅仅基于这些元素可与整数集{0,1 ，…， p - 1} 等同看待. 
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在第1章§ 2 中我们提到过有限域在编码理论中的应用（问题 3). 现在给出这个 
课题的一个小例子. 

例 8 为了传送 P 凡 4 CE —词，原则上利用四个基本信息单元 


P 二（0,0)，五二（1，0), =(0,1), C 二 （1,1) 


就够了，我们的译码可看作二元域 F 2 ^ Z 2 = {0,1} 上的二维向量 空间鸣 的行向 
量. 但是在传送过程中，可能发生干扰（将0变为1或1变为0)，结果终端得到的 
可能是，例如 APACE , 根据香农 ( Shannon ) 的基本定理，增加基本信息单元的长度 

(即增加传送的行向量的长度）可以清除 干扰. 假设根据传送条件知道，在每个长为 
5 的基本信息单元中最多出现一个 失真. 那么在向量空间中取子集 


5 0 


{P 

C 


( 0 , 0 , 1 , 1 , 0 ), 
( 1 , 1 , 0 , 0 , 0 )}, 


E 


( 1 , 0 , 0 , 1 , 1 ), 


A 


(0,1, 1,0,1)， 


称之为 编码向量. 


编码向量 

00110 

10011 

01101 


00010 

00011 

00101 

编码向量失真后 

00100 

10001 

01001 

得到的向量 

00111 

10010 

01100 


01110 

10111 

01111 


10110 

11011 

11101 


11000 


01000 

10000 

11100 

11001 

11010 


从表中可以看到，不同列中的失真向量的集合交为空，因此正确的结果是可能得到 
的，也就是说，可以恢复真实的信息. 

f 

我们得到了 可以纠正一个错误的编码 乂，对于充分大的维数 n ， 利用向量空间 

F 穿，可以构造类似的编码，没有错误地传送所有的字母，从而准确地传送任何文章， 
为了避免过长和过于缓慢的译码，心要经过专门的 选择. 有许多办法可以做到这 
一点，其中包括利用有限 域心的 纯代数方法. 


习 题 

1. 拓展§1例2的想法，证明集合 V { 0 ) 在运算 

A + B = (AU B)\(A n B), AS = A n A, B e n 

之下是一个有单位元的环，其加法群的元素阶为 2. 

2. 如果环中的任意元素 a; 满足方程 a; 2 = a;, 证明该环是交 换环. 若条件改为 a; 3 = a;, 结论还 
成立吗？ 

3 •域和 Q (\/5) 同构吗？ 
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4. 证明交换环的满同态像仍是交换环. 

5. 证明任意有限整环丑是一个域. 

6. 设 p 是素数，丑是有单位元的交换环，使得任取 z G R,px = 0 . 证明 

( x + y) pTn = + y pm , m = l ,2,.... 

提 示：对 m 作归纳，注意到二项系数^ ^当0 < /c < p 时被 p 整除. 

7. 证明含有5个元素的环或同构于 Z 5 , 或是带有零乘法的环. 

8. 环丑的非零元素 z 称为 幕零的， 若存在 n G N , 使得= 0. 证明： 

1) 若丑是任意有单位元的环， z 是幂零元，则1 _ z 是可 逆元； 

2) 环= Z / mZ 包含有幂零元，当且仅当 m 可以被一个大于1的整数的平方 整除. 

9. 若环丑有单位元，且基数 | 丑 | 是无限的，则非零不可逆元素的个数不可能是一个有 
限 整数. 

提示： 用反证法.设 AT = { ai ，...， a n } 是环 丑中所 有的非0不可逆元素的集合.对任 
意 ： c G R\(N U {0})，映射 px •• Od ㈠ xai 是 N — N 的 一个双射映射 p ： x p x 的核 kerp 是 
无限的. 

10. 设丑是任意有单位元1的结合环， a ， bAR 的 元素. 证明 


(1 — ab)c = 1 = c(l — ab ) => (1 — ba)d = 1 — d(l — ba ). 


其中 d = 1 + & ca ， 即 1 - ab 在 R 中可逆意味着 1 - ba 也可逆 • 元素 l + ad 6 等于什么？ 

11. 证明矩阵 f a 6 I 其中 G Z 3 , 构成一个9元域，而这个域的乘法群是8阶循 

环群. 


12. 在本节最后的例2中构造的编码&能否纠正两个错误? 




在本章中将考察一些非常具体的代数系统，虽然我们在初等数学中已对它们有 
所了解，但仍然值得在这里作进一步的研究.上一章的观点使我们对早期传统的代 
数领域产生了新的看法.与此同时，多项式的例子使环的扩张以及在整环(整区）中 
因子分解的唯一性更好理解且更易于把握. 

§1复数域 

数学史表明，“虚”数的拥护者和反对者之间曾进行过长期的争论，该数来自代 
数方程 

x 2 + 1 = 0. (1) 

可以简单地约定将方程 （1) 的解形式地记作但更深远的问题是，赋予这 一 
记法以某种 意义. 我们将在不同的层次上解决这一问题.先提出几个富有启发性的 
设想 • 

1 . 辅助结构我们希望将实数域 R 进行扩张，使得方程 （1) 在新的域中有 
解.形如 

( 二 ： e M 2 (R) (2) 

的全体二阶方阵的集合 P 可作为这种扩张的一个模型.我们断言， P 是一个域（比 
较第4章§3习题 11). 

事实上， P 包含有环 M 2 ( R ) 的零元（零矩阵）和单位元（单位矩阵五).其次， 



•144 - 


第 5 章复数和多项式 


从关系式 











ac — bd 
(ad + be) 


ad + be 
ac — bd 


(3) 


得到， P 关于加法和乘法运算封闭.这两种运算的结合性是它们在 M 2 ( R ) 中结合 
性的推论.分配律和加法的交换性可同样得到.这样 P 是 M 2 ( R ) 的一个子环 • P 
中乘法的交换性由公式 （3) 的3式保证，最后只需证明若 P 中任意形如 （2) 的矩阵 
带 有非零行列式 a 2 + 6 V 0, 则在 P 中有逆矩阵 • 

可以利用求逆矩阵的公式（见第3章§3定理 1) 直接计算，也可以根据条件 



列出线性方程组 

ax — by = 1, 
bx ay = 0, 


求解后得到 


l 


a 


b 


a 


c 


d 


d 


⑷ 


c 


其中 C 


a 


a 


2 


+ 6 2 




b 


a 2 + b 2 


运用第 2 章 §3 数与矩阵相乘的公式 （5)， 我们将域 P 的任意元素写成如下 


形式: 


a 


b 


clE bJ^ 


a, 6 G 


J 


a 


0 

1 0 


⑸ 


域 P 包含有子域 {aE\a G R } ^ R , 而关系式 


j 2 + e 


0 


指出，元素 J e p “精确到同构”是方程 （ l ) 的解，因而此处无需神秘地将 J 当作“虚 
构的量，，. 


但称为复数域的并不是域 P , 而是一个同构于 P , 其元素等同于平面上的点的 
域. 希望域 P 有几何实现不是偶然的，在我们的心目中实数域 M 与“实直线”密不 
可分，实直线上有一个定点表示0,并有一个单位长度用于确定1的位置. 

2. 复平面 于是，我们希望构造一个域 C ， 其元素是实平面 M 2 上的点，点的 
加法和乘法满足域的运算律，并使方程 （1) 在其中可解.取笛卡儿平面上的直角坐 
标系，^轴是横轴，2/轴是 纵轴. 记 （ a ，6) 为横坐标为 a ， 纵坐标为&的点.任取点 
( a ^ b ),( c , d ) 如下定义它们的和与积 

( a , b ) + ( c , d ) = (a + c ,6 + d ), ⑺) 

( a , 6)( c , d ) = (ac — bd ^ ad + be ) 

(仍然用实数域 M 中的记号 +，•， 应该不至引起混淆).直接但乏味的验证使我们确 
信，给定的运算使有序数对(平面上的点）的集合构成了一个域.幸运的是，我们无 
需做这样的验证.将平面 C 上的点对应到前面构造的域 P 的元素 



公式 （3) 和 （6) 确保我们得到了一个同构，从而集合 C 是一个域.通常称之为 复数 
域. 由于该域的几何实现， C 也叫作 复数平面 (更经常地叫作 复平面). 

横轴，即点 （ a ,0) 的集合与实直线有相同的性质，可设 ( a ,0) = a . 域的零元 （0,0) 
和单位元（1，0)与通常实数的零元和单位元一致.纵轴上的点 （0,1) 自欧拉和高斯的 
时代起便记作 i ， 称之为“虚数单位”，它是方程⑴ 的根： i 2 = (0, 1)(0,1) 二 (-1,0) = 
-1. 任意复数^ 二 氏 2/) = (A 0) + (0, 1)(2/, 0) 现在可以用通常的方式写成 

z = x -\-iy, x,y eR (7) 

这个写法十分接近域 P 元素的表达式 （5). 注意到 Q c R C C . 所以 C 是一个特征 
为零的域（见第4章§3第5段). 

a . 复数运算的几何解释 复平面 c 的横轴通常叫作 实轴， 纵轴叫作 虚轴 ，虚 
轴上的数切叫作 纯虚数， 尽管“虚”这个词已经失去了它原有的含义.在写法 （7) 
中，$叫作复数 z 的 实部， 记作 Rez , 而 2 /叫作 z 的 虚部， 记作 Imz . 将任意复数 
z = x + iy 对应到共辄复数 z ^ x - iy 的映射叫作 复共轭映射. 在几何上，它对应 
于复平面沿实轴的反射（图 18). 

一个值得注意的重要事实是 

定理1 映射 z ^ 5 是域 C 的 2 阶自同构，使得所有的实数保持不变.任意复 
数与它的共扼复数的和与积是实数 . 

证明 根据共辄复数的定义，若 z e R ， 贝！ J $ = ^特别地， 0-0,1 = 1. 复共辄 
映射以2为阶的结论也是显 然的： 我们还需要验证关系式 


Z 2 = Zi+ Z2,ZTZ2 = ZiZ 2 , 


⑻ 
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图18 


它们可直接从公式 （6) 得到，只要把 （6) 式改写成下述形式即可： 

(^1 + Wi ) + ( X2 + m ) ^ (XI + x 2 ) + i(yi + 2 / 2 )， （ 9 ) 

(^1 + iyi ) - ( X2 + m ) = ( xix 2 - 2 / 12 / 2 ) + i ( xiV2 + x 2 yi ). 

数 z 二 z ❻与其共辄复数 z = x - iy 的和与积是公式 （9) 的特殊情况： 

z z = 2x, zz = x 2 -\- y 2 . □ 

注记 在复数域 C 的诸多自同构中，复共辄是唯一的连续自同构（即将复平面 
C 上点的邻域仍变为邻域).我们不给出这一论断的精确表述和证明. 

复数 z = x + iy 的模是非负实数 | z | = = V x2 + 2/ 2 .如所周知，点^在平面 

上的位置由它的极坐标完全确定：即从坐标原点到 z 点的距离 r = | z |， 以及横轴的 
正方向与坐标原点到 z 的正方向之间的夹角 #( 见图 18) .角 p 叫作 z 的 辐角， 记作 
arg z = ( f . 根据定义， argz 可以取任意的正值和负值，但对于给定的 r ， 相差 27 T 的 
整倍数的辐角都对应于同一个数.数0的模是|0| = 0,但0的辐角没有定义. 

对于复数而言，“大于”和 “ 小于”关系没有意义，即它们之间不能用不等号连 
接：与实数不同，实数的辐角仅有两个主值，即 0( 正实数)和 7 T (负实数) ，而复数不是 
有序的 . 

准确地说，在 C 中不存在满足如下性质的 > 关系： 

i ) 如果 z e C , 贝 ! J z > 0 〆 二0或 一 z > 0; 

ii ) 从 it > 0， t > > 0可得 + 和 u - v > 0. 

事实上，假设由 z^O 可得 z 2 > 0( 如同在实数域 R 中).则有 I 2 > 0, i 2 > 0,并 
根据 ii )，0 = i 2 + l >0, 得到 矛盾. 

极坐标 r 和#可以通过下述著名的公式确定 z 和2/ 

x = r cos y — r sin z 二 r(cosp + isinp ). (10) 

它叫作 复数 z 的三角形式. 

复数％与 〆 的和可以在笛卡儿坐标系中利用平行四边形法则简单地得到，或 
等价地说成，从坐标原点出发分别对应于数的有向线段（向量)相加的法则（见 



§1 复 


域 


.147. 


图 19). 在图19中比较以点 0， z 和 z + / 为顶点的三角形的三条边(它们等同于对应 
的复数的模)，我们得到了重要的不等式. 



m 19 


z + z f \ ^ \z\ + z f . (11) 

我们指出，不等式 （11) 可以写成更一般的形式 

z| - |z’| ^ |z zb Z r \ ^ |z| + \z f \ , 

与实数域中相应的不等式完全类似. 

复数的乘法可由极坐标方便地表示出来. 

定理 2 复数 z ， / 的乘积的模等于因子模的乘积，而辐角等于因子的辐 
角之和： 

zz f \ = |z| - \z f \ , arg zz f = arg z + arg z r . (12) 

类似地， 

argj = arg z - arg 

证明 事实上，设 z 和/的三角形式为 

z = r(cos(f isin(f) 1 z f = r’(cos〆 + isin <p f ). 

直接相乘或利用 （9) 式得到 

zz f = rr f [(cos (f cos (f f — simp sin 〆 ） + i (cos (p sin 〆 + sin p cos 〆)], 

根据众所周知的三角公式，这就是复数的三角 形式： 

zz f = |z| - \z f \ [cos(p - (f r ) -\-i sin(<f + (p f )]. 

其次 ，若， = z /， 则 z = z f z ff . 因而对乘积应用已证明的公式（12)，我们 
就得到了关于分式 z // 的公式. 
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特别地， 

2 ：— 1 = l^p 1 [cos(— + i sin(— ^?)] . 

为了在复平面上得到厂 1 (图20)，需要对 z 做关于单位圆的反演，得到点 /(“ 反演” 
指/到点 ◦ 的距离是 z 到点0距离的倒数)，然后做关于实轴的反射（或由/ ^ P 
给出的自同构) ，则/ 的像即为 z - 1 . 



来.首先 


2 


zz f = zz f zz f = zz f zz f = zz z f z f 



2 

f 

z 


Z 


2 


5 


故 


%% 


i - KI . 其次，注意到 k 


^/x 2 + y 2 彡 \fx^ 


x \, 我们有 


l + z 


2 


(1 + ^(1 + 旬 


+ (z + z) + ZZ 


2 


2 


1 4~ 2x 4~ z ^ 1 4~ 2 2 ^ 4~ z — (1 4~ ^ ) 


2 


从而 |1 + 2：| ^ 1 



z\ . 现在若 2 ： # 0 且 2 / / 0,则 


2： + 2： 


Z(1 + 2 ：~ ] 

Ol (i + |z 


% 



Z 


1 + Z _1 2 ： 

i + kl — 


1 


Z 



z 


z 


z\ + \z f 


从所得结果可以了解到一个一般的规律：表示复数的公式 （7) 用于加法的性质 
比较方便， 而三 角形式 （ 10) 便于得到乘法的 性质. 违背了这一规律就会导致特别复 
杂的计算，使事情变得模糊起来. 

4. 乘方和开方 将复数乘法公式 （12) 写成三角形式可推出 棣莫弗公式 

[r(cos^? + isin^)] n = r n (cosn^? + isinn(f) (13) 

对任意 n ez 成立（另一种写法是 | z n | = | z| n ， arg z n 二 n . arg z ). 运用公式 （13) 当 
r 二 1 时的特殊情况，第1章§7的二项式 （1) 以及关系式 

% 2 = -1, i 3 = -z, z 4 - 1, i 4k+l = i l 




§1 复数域 
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可以得到倍角的正弦和余弦 


cos nip 




E (- 工) 


k 


k^O 


2 k 


cos n ~ 2k (p - sin 2 k ( p ^ 


sm n(p 




E (-!) 


(14) 


k 


k^O 


2 fc + l 


cos n_1_2fc w.sin 2fc+ V 


公式 （ I 4 ) 当 n = 2 时的特殊情况我们早已在证明定理 2 的过程中使用过了. 
注记设= lim (1 + a / n) n . 在数学分析中用复函数的幂级数展开证明过欧 

71— >00 


拉公式 


e 


vp 


cos ip + isinp ， 


(15) 


注意到 




e 


咖 +〆) 


e 



n 


e in ( p 9 


利用欧拉公式可以得到上述所有的结果.复数 z 的三角形式也可以写成 


Z 


Z 




下面我们来讨论怎样求一个复数的任意次方根，一个基本的问题是，这样的方 
根是否永远存在？答案是肯定的， 棣莫弗公式对 这一问题从本质上给出了完全的解 

答. 设给定复数 z = r ( cos ( f-\-isin ( p ), 我们希望找到一个复数？ = r f (cos ( f f -\-i sin (^ 7 ), 

使得 （ /广= z .对 ( z /) n 使用棣莫弗公式，并比较等式 (^)n ^ ^两端的模和辐角， 
我们有 (rT = r 和 n〆 = w + 2 ttA :( 我们在这里加上一项 2 nk , 是因为辐角只精确到 
相差 27 T 的整倍数).于是 

/ n 厂 ! P + 27r/u 

r = y / r , (p = - 

n 


指正实数的 n 次算术根).于是，根是存在的，但并不唯一确定.当 A : 二 
0,1 ，…， n - 1时，2/取?2个不同的值，它们穷尽了所有可能的根，记 /c = ng + r ， 


0彡 r 彡 n — 1，则有 



(p + 2irr ^ 

- h 2 irq . 

n 


我们证明了 

定理 3 任意复数 z = |z| (cosp + 纟 sin p) 开 n 次方总是可能的 .z 的全部 n 个 
n 次方根分布在以原点为圆心， \f\z\ 为半径的圆的内接正 n 边形的顶点上： 


Tz 



Z 


cos 


ip + 2 irk 



i sm 


(p + 2 irk 


k 


0，1，. 

推论 


_，n 


1， 


的 n 次方根（单位根）由公式 




27rk 




2 nk 


cos 



% sm 


(16) 

□ 
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给出 ， k = 0,1 ,n — 1. 它们分布在以原点为圆心， 1 为半径的圆的内接正 n 边 

形的顶点上 . 口 

从公式 （ 16) 和 （ 17) 立即可见， 形如巧 的实根为零个， 1 个或 2 个，而形如 
Vl 的实根有 1 个或 2 个（图 21 给出了 1 的 5 次方根). 



1的一个 n 次方根称为 本原的 (或 原的)， 如果它不是1的更低次数的方根. 


例如 


2 tt 


2tt 


£ 


ei 


cos 



i sm 


5 ^n—1 


是 1 的 n 次本原根. 

任意其他的根^是本原根的方幂 

£k = 

这仍然可以从棣莫弗公式看出来.进一步 其中 A :+ Z 是取模 n 得到的最 

小非负整数.特别地，巧 1 = e n _ fc ， 句= 1. 在学习过群论之后，我们注意到，1的 
n 次方根构成了一个 n 阶循环群 〈 e 〉. 

这样就得到了 n 阶循环群的又一个模型.对于每一个因子 d \ n , ( e ) 中恰有一个 

d 阶子群 (£ n/d ). ^ £m 是本原的，当且仅当 (Sm) = (^), 当且仅当 Card 〈 e m 〉 ，当 

且仅当 m 与 n 互素.例如当 n = 12时，12次本原根有 e ， e 5 , e 7 , e 11 .在 n 是素 

数的情况下，所有的异于1的根都是本原的.从代数的观点来看，不计几何位置， 
所有的 n 次本原根都是等价的. 

回到对任意复数次方的问题上来，我们指出，如果/是某个取定 
的根(例如 〆 = ^ R(cos 芝+ i sin 芝))，则所有其他的根形如 Z f £ k , /c = 0,1, …， n — 1. 

这一结论与公式 （16) 是一致的. 

5. 唯一性定理 复数域 C 比之于实数域 M 的优越性我们可以稍后再作充分的 
评价，但已有的一个事实， C 包含有1的任意次方根就足以提高人们对复数域的兴 
趣. 我们指出， c 是 R 上的2维向量空间（在第2章§1第2段定义的意义下)，基元 
素可取 l,i : C = 〈 M 〉 r . 
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一个自然的问题是，具有类似性质的域还有多少？我们有下述 唯一性定理. 

定理 4 R 上的任意一个2维向量空间如果还是一个结合，交换，具有单 
位元1且无零因子的环，则必同构于域 C. 

证明 不失一般性，将1 .R 与 R 等同，并认为 R 包含在 ii： 中.因为 dimK = 2,故 

存在元素 e G K\R, 使得1和 e 构成向量空间 ii： 在 R 上的一个基•设 e 2 = a.l+20.e， 
其中 a, ^ G M, 对于兀素/ = e — 0《 R, 有 f 2 = 7?此处7 — a + G 股. 显然7 < 0, 
否则 G M, W / - G M 与/名 R 矛盾.这样存在 R， 满足(5 2 = — 7— 1 .令 
j = V，有户 = - 1，且容易验证（如同对 C 的作法)，X中的每个非零元可逆，即 ii： 
是域. 映射 W : C — z+ iy h Z +jy 即为所求的域的同构. □ 

在这一证明中， 我们何处用到了 K 是无零因子环这一条件？首先，若没有这个 
条件，有可 能发生 e 2 = 0, 从而 a = 0 = 0, 7 = 0的情况. 其次，我们断定由 7 彡 0 
可得 / = ±y/j . 而这事实上是因为0 = / 2 — 7 = (/ — y/l)U + y/l) ^ f - y/j = 0 

或 / + W = o. 

除了 Q 与 M ，域 C 还包含有许多其他的子域.其中特别有趣的是将某个不包含 
在 Q 中的 C 的元素添加到 Q 上，所得到的域 Q 的扩张. 

例 1( 二次域）设 d 是一^非零整数，可能是负数，使得 W 名 Q. 域 Q(Vd) c C 
当 d > 0时叫作 实二次域, 当 d < 0时叫作 虚二 次域. 我们曾在第4章§3中讨论过域 
Q(V 2 ). 在定理4中将 j 换成关系式户= — 1换成 (Vd ) 2 = d , 重复它的证明过程 
得到 


特别地， 



q}. 


(ai + b\y/d) + (a2 + b2\fd) = (ai + a2) + (b\ 4 - 

(ai + biVd)(a 2 + b 2 y/d) = (aia 2 + bib 2 d) + (ai6 2 + a 2 h)Vd. 

其次，若 a + 6\/ S 笋 0( 即 a , 6 不同时为零)， 


(18) 


(a + bVd)~ x 


a 

a 2 — db 2 + 


b 

a 2 — db 2 


Vd 


运用公式 （18) 易验证，映射 


f: a + bVd 



a 


bVd 


是域 Q (\/5) 的自同构，（类似于复共轭映射) 


个数 


a 


a + 6\/^的范数定义为 


N(a) 




a 2 


db 2 


a/(a) 


显然， = 0 分 a = 0 •其次，因为/是自同构， 

N{a(5) = aj3f{a(3) = a/3f(a)f(p) = a/(a) • /3f[/3)= N(a) - N(f3). 
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特别地， N ( a ). Nia - 1 ) = N { aa ^) = TV ⑴= 1. 因而范数具备复数域 C 中模平方 
的主要性质. 

6. 复数的初等几何 实向量空间 C =< l , z> R 是欧氏 空间： 它被赋予了一个 
正定的数量积 

(之1 |勿 ） = Reziz 2 = x x x 2 + 2/12/2, 

其中 A =抑+咖， A : = 1，2.柯西-布尼亚柯夫斯基-施瓦兹不等式成立 


|(之1 |之2)| < |0|， 

这是因为 |(》1 |》 2 )| = | Reziz 2 | ^ \ ziz 2 \ = \ zi \ | z 2 | = \ zi \ | 2 ； 2 |. 

两个向量（复数）^1^2叫作 正交的 ，或 垂直的 ，若 >2) = 0. 

从关系式 （12) 不难推出， 两个向量 z ， czeC * 是正交的，当且仅当 C 是纯 
虚数. 

过点 u , veC 的直线由参数方程 

w = u -\- (v — u ) t , t G M , 


给出.于是两条直线 W M + (u — w )* 与 w f — u f ( v f u f ) t 的正交性可由关系式 
( U - w | i /- Y ) =0 得到.三个点 2；1，2；2， Z 3 e 笋 Z 2, 位于同一直线上，当且仅当 

♦ ▲愚 


之3 —之2 

之2 —之1 


G M ， 


(19) 


即 


^3^2 一 ^3^1 一 ^1-22 ^ 

对直线的正交性作少许讨论.给出任意一个三角形，为此给定实轴上的两个向 
量 a , j 3 , 而第三个向量《7在虚轴上，易验证三角形的 三条高交于 一点从 其中 6 = 
—a/3/^y. 例如验证（― a + i8\—f3 -= 0( 图 22). 



四个点 Z 1 : z 2 , Z 3 , Z 4 eC , Zi ^ Z 4 , 勿笋之3的交比>1，之2,之3，之4]的概念在许多几 

何问题中发挥了重要 作用. （细节见 [ BAH ]). 根据定义 


r -I ^1 ~ ^2 ^3 ~ ^2 

>1，幻，幻，=-:- 

之1 一之4 之3 — 之4 

— ( Z 1 — z 2)(^3 — 之 4) _ (之1 — ^2)(^3 ~ 之 4)( 乏1 — 乏 4)( 乏3 —乏 2) 

— (之 1 — Z 4 )( z 3 - z 2 ) ~ |zi - z 4 | 2 • | z 3 — z 2 l 2 


( 20 ) 
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是一个复数，依赖于数列的排列顺序.在循环置换下有 

我们指出，关系式 （20) 定义的交比在位移 T a ： z^z + a 下保持不变.而三点 

^1,^2, ^3不共线这一性质也在位移下 不变. 因而(当计算>1,勿， A , A ] 时)，以仏勿,之3 

为顶点的三角形的外接圆的圆心可以放在坐标原点上.但当= | Z 2 | = |訓时， 
易验 

(zi - z 2 )( z 3 - Z 4 )( Z ! - z 4 )( z 3 - z 2 ) - i {\ z ^\ 2 - \ za \ 2 ) - lm ( z 3 z 2 - z 3 Zi - ziz 2 ) G M 

(建议读者在本节后面的习题中完成这一验证).根据 （19) 式， lm { z ^ Z 2- z ^ zi - ziz 2 ) 7^ 
0,而在这种情 况下， 乘积 （zi - z 2 )( z s - Z A )(zi - Z4 )( Z3 - Z 2 ) 是实数，或等价地说 

(见 (20)), lz ly Z 2 y Z3 , Z 4 ] 是实数，当且仅当|幻| 2 — 卜 4 | 2 = 0, 即 | z 3 | = | z 4 |. 这就意味 

着 Z k , l < k <4, 是模相等的四个复数，位于同一个圆周上. 

该论断当四个点中的某三点不共线时成立.我们指出，交比是实 
数的性质在序列的循环置换下保持不变.我们证明了下述论断. 

定理 5 设不在同一直线上的四个点 Z 1 , Z 2 , Z 3 , Z 4 e C , Zi ^ Z 4 , Z 2 7^ ^3, 这四点 

共圆，当且仅当它们的交比是夫数. 

这仅仅是用交比的语言得到的诸多几何性质中的一例. 

作为本段的结束，我们用几何手段来构造在数学史上占据显著地位的一些新的 
数域. 

例 (可构作性数域） 在笛卡儿平面上给定两点 （ 0,0) 和 （ 1,0). 后面所有的结构仅 
在圆规和直尺的帮助下实现.如果构作了点 p 和 Q ， 我们自然可以认为连接它们的 
线段 PQ 也构作出来了.如果构作了点 P 和线段 r , 那么以 P 为圆心， r 为半径的 
圆周也可以作出来.已构作出的两条直线(线段）的交点或两个圆的交点的构作也是 
在这种意义之下. 

复数 a + M 称为 可构作的, 如果从点（0,0)和 (1,0) 出发，经过有限次上述的(允 
许)构作，我们可以作出点 P = ( a ， b ). 不难看到 ， a + bi 的可构作性，等价于 | a | 和 
|6|的可构作性.平面上可在圆规直尺的帮助下构作出来的点的集合，也就是说所有 
的可构作复数的集合记作 

定理 6集合是域 C 的子域. 

证明 从数的可构作性定义直接得到，关于加法运算是封闭的（点 z + /是 
圆心 在点夂 半径为 k | 与圆心在点 A 半径为⑷的两个圆的交)，而如果^ = x + iye 

CS 可得 -z = -x-iyG CS . 

将长度可构作的线段1，置于坐标轴上，我们来考察图 23,( a ) 和 （ b ) 中的相 
似三角形（虚线代表新的可构作线段),就得到了积7 = 和商6 的可构作 

性.因为 



zz ! = (x + iy)(x f + iy f ) = (xx f — yy f ) + i(xy f + x’y), 

1 x • y 

— —^ _ ■ _ 名 - 

z x 2 + y 2 x 2 + y 2 

积 和商 1 的可构作性归结为 7 和5型线段的可构作性.因而我们证明了集合 

CS 关于复数^ C 的所有的运算都是封闭的. 口 

注记 1) 在复共轭映射 Z h 5下不变. 

2 )图 23( c ) 表明，可构作实数 a 〉0的二次方根是可构作的.这件事对于 
任意可构作复数 z 亦成立. 

CS 的任意子域 FcCS 通常称为 可构作数域 .( 显然 ， Q C CS , 且任意可构作 
数 域是特征为零 的域. 根据注记 2), 所有的二次域（见§5的例）是可构作的. 

习 题 

1. 找出使 z 2 + (l + i ) z 为纯虚数的所有模为1 的复数 Z . 在复平面 C 上画出这些点的 轨迹. 

2. 设复数 J 满足方程 J 4 = —1, 域 R ⑷由 R 添加 J 得到.关于 R (6) 我们能说些什么？ 

3. 设 A, B e M n (R ). 根据定理1证明 det(A + iB ) = det (A - iB) (加横线表示复共扼). 

4. 设 e M n (R), 

C = ( j 】 ）e M 2n ( R ). 

对实矩阵 c 施行复数域 c 上的 i 型和 n 型初等变换证明 


detc = jdet(A + iB)l 2 . 

5. (波利亚和塞格).利用习题3和4给出下述“ 奇怪” 现象的解释.带有复系数如= au+ibu 
和未知数 Zi = xi + iyi 的方形齐次线性方程组 


C?ll 之 1 + _ • • + d\n^n Oj 


dn\Z\ H - • • • -f- drin^n ~ 0 



有非平 儿解 ( zi ， …，〜)，当且仅当 det ( dki ) = a + ib = 0( 关于这一点见第 4 章 §3 第6段的说 
明). 这个条件引出了两个方程 a = 0, 6 = 0,它们联系到 2 n 2 个实数值 afcz , 另一方面，方程 

组 （*) 可以写成带有 2 n 个实未知数 Xi,yi 的 2 n 个齐次线性方程组.现在非平凡解存在的条件 
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是，单独一个 2 n 阶实行列式等于零，它仅由关于 a kU b k i 的一个方程给出.这两个结果是怎样相 


容的？ 

6. 找出二次域 Q (\/5) 的自同构， 
提示：恒等映射和映射 a + bVd 


它应该保持有理数不变. 

i -> a — bVd . 


7.当 n > 1时，1的所有 n 次方根的和等于什么？求1的12次本原根的和，以及15次本 
原根的和. 


8. 证明 (2 + i )/(2 — i ) 不是1的根，尽管 | C | = 1. 

提示 ： ^ = 1=^ (2- i) n = (2+i) n = (2 -i + 2 i) n = (2-i) n + -.. + (2 i) n ^ (2- i )( a + bi ) 

二 (2 i) n ^ 5( a 2 + b 2 ) - 2 2n ^ 5|2 2 n , 得到矛盾. 

9. 集合 S 1 二 {e 〜 ( 以 1 为半径的圆周）组成 C 的乘法群 （ C *，.） 的一个子群.任意 
R— 线性映射/: C — C 叫作 正交的 ，若 （ / ⑷ |/(〆 )） = (H〆 )， 即若/保存向量的长度（两点间 
的距离).证明如果 f ( z ) = cz 或 f ( z ) = cz , 其中 c G 5 1 , 则 /: C — C 是正交的. 

10. 证明 


—H ( x 0 + C fc ^l + C 2fc ^2 + … . + C (n_1 〜 n-1 )， 

fc =0 


其中 <；是1的一个 n 次本 原根. 

§2多项式环 

我们在第2章和第3章讨论过线性方程组的理论，与之类似，多项式理论也是 
传统代数学的一个古老而出色的研究 领域. 多种数学问题都可以用多项式的语言陈 
述和解决.原因是多方面的，其中之一在于多项式环的“泛性”，我们将在第1段中 
对它进行讨论. 

设丑是有单位元1的交换环（像往常一样是结合的 )3 是丑的某个子环，且包 
含 1. 如果 t e 丑，则丑中包含有4和 t 的最小子环显然由形如 

d(t) = do + dif + 0>2^ + • • • + CLnt n (*) 

的元素组成，其中 a s eA , neZ , n ^0. 我们将它记作乂乩并称之为从 A 添加元 
慧 t 得到的环，表达式 （*) 叫作系数在4中的^的多项式.看几个例子（如 n = 2) 
就可以知道如何计算多项式的和 与积： 

a { t ) ~h 6⑴ = ( a 。 + ai 亡 + <^2亡2) + (6 o + 办1 亡 + 办2亡 2) 

= (ao + bo) + (ai + bi)t + (0,2 + & 2 ) 亡 2 ， 

a(t) • b{t) = o>obo + (ao&i + <^ibo)t + (ao^2 H~ o>ibi + o-2^o)^ 2 

+ ( ai &2 + fl 2& l ) 亡 3 + 0-2^2^- 


Xq 3/1 3^2 * 一 1 

Xti 一 1 Xq Xi * — 2 

Xfi — 2 Xfi 一 l Xq • • • Xq% 一 3 


Xl X 2 X 3 … Xq 
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显然，合并同类项基于所有的元素叫,~， A 是两两可交 换的. 

回忆 t 是随机地从丑中取出的一个元素，因而外表不同的表达式 （*) 可能实质 
上是完全一 样的. 如果令4 = Q , t = V %则 t 2 = 2,而 t 3 = 2 t , 但这两个关系式不 

可能从多项式的任何形式规则中推导 出来. 为了得到我们熟悉的多项式的概念，必 

须去除所有附带的关系，将 t 当作一个任意的符号，它不一定包含在丑中.符号叫 

作什么是不重 要的. 重要的是表达式 a ( t ) + b ( t ), a ( t ) b ( t ) 中系数的构成法则.现在我 

们来给出作为代数对象的多项式和这些对象构成的多项式环的精确定义. 

1. 单变元多项式设4是任意有单位元的交 换环. 构造一个新的环5,它的元 
素是无穷序列 

/ = (,0, ,1 ， ,2,… • )， fi ^ -A, (1) 

除有限多项之外，所有的 A 都等 于零. 我们来定义 B 上的加法和乘法运算，令 

f + 9 = (/ o ，/ l ，/ 2 ，..-) + (々 0 ，々 l ，々 2 ，...） 

— (/o + ^ O ? fl + 9 l , /2 + 沒 2 , • • • ）， 

/ * 9 = h = ( hi , 怠 2 , " 3 , •. • 

其中 Afc = y : fi 9 j , A : = 0,1,2, • • • • 

i-\-j=k 

显然，作加法和乘法的结果仍然是形如 （ l ) 的序列，仅含有限多个非零项，即 
所得的元素包含在 B 中.验证环的公理（见第4章 §3), 除结合律外，其余各条都 
是显然的.事实上，因为 B 中两个元素相加归结为环4中的有限个元素相加， 
( B ，+) 是一个交换群，有零元素 （0 , 0 , 0 , ...) 且任意元素/ =(九，九/ 2 ,… ） 有负元 

素-/ = (-/()， -/ l ，- /2, ...）. 其次，乘法是交换的，因为 Zlfc 通过 / i 和 ft 的表达式 
是对称的.用这一表达式也可证明 B 满足分配律 （/ + = fh + gh . 关于乘法运 

算的结合律，设 

/ = (/ o , / i , h ， 9 = (沒0，沒1，沒2, •. .)， h = ( h Q , " 1 ，" 2 , • •.） 

是集合 B 中的任意二个 兀素. 若 f g = d = ( d 。 ， di , 办， … ), 其中必 = figj，l 二 0, 1， 

i + j_=Z 

2 ,…，则 ( fg)h = dh = e = ( e 0 , ei , e 2 , … ） ，其中 e s = ^ dihk = [ ( [ fi 9 j)hk 

l-\-k=s l-\-k=s 

= E 计算 f (9 h ) 得到同样的结果.于是 B 是一个带有单位元 （1,0,0,...) 

i + j + k=s 

的交换结合环. 

序列 （ a , 0,0,…）可以像4中的元素一样相加和相乘.这就使我们可以将这些 
序列与环4中的对应元素等同起来，即对任意的 a G A 令 a = ( a , 0,0, ...). 于是4 
敗为 B 的一个子环. 
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其次，我们将序列 （0,1,0,0,-..) 记作 X ,称之为4上的变元(或未定元).运用 
B 中的乘法运算，我们求出 


^ = (0,1，0,0,…) 

X 2 = (0,0,1,0,...) 


= (0,0,…，0,1,0,…) 

此外，根据 （2) 式和包含关系 ACB , 我们有 


( 2 ) 


(0, 0, .. • ，0, a , 0, .. •) = aX n = X n a . 

于是，如果 / n 是序列 /=(/(),△ ，…， / n , 0,0,…）的最后一个非零项，则在新 
的记号下 

/ = (/o,-.. ,/ n _i,0,0,..-) + / nX - 

=(/ 0 , • • • , / n _ 2 , 0, 0, • . • ) + / n _! X — 1 + f n X n /oX 


= /o + AX + f 2 X 2 + • •. + f n X n . 

兀素 / 的这种表达式是唯一的，因为 (3) 式右边的 / o , …， / n 是序列 （/ o , …， / n , 0,…) 
的项，/ = 0,当且仅当 /() = ••• = / n = 0. 

定义 上述环 B 记作 A [ X ] ,叫作 A 上 单变元叉的多项式环， 它的元素叫作 

多项式. 

当然，蒋一个固定的符号 X 称为变元或未定元并非术语上的恰当发明，但这已 
成为习惯，不会导致误解. 

我们有意识地使用大写字母 X 是为了将专有的多项式表达式 f = x 与函数论 
中的变量 Z 特别区分开来，后者遍历某个定义域（纯粹是临时约定，以后不一定遵 
守).更经常地是将多项式/写成下述形式 

f ( X ) = a 0 X n + aiX ^- 1 + ... + a n , 

即按照 X 的降幂排列.今后我们将根据方便与否来决定书写的形式. 

元素力 （或叫）叫作多项式/的系数.若/的全部系数都等于零，则称/为零多 
项式 . X 的零次方幂的 系数九 叫作常数项.如果 /n _ 0,则 / n 称为首项系数，而 n 

叫作多项式的 次数, 记作 n = deg /. 约定零多项式的次数是 - oo ,(- oo +(- oo ) = - oo , 
对任意 n G N ，- oo + n = -oo ，- oo <n). 次数为 1, 2 ,3 的多项式分别叫作 线性的， 

二次的，三次的多项式. 

环4的单位元1是环 A [ X ] 的单位元，它是一个零次多项式.根据 A [ X ] 中加 
法和乘法的定义立刻推出，对于次数为 n 和 m 的任意两个多项式 


/ = /o + fiX + • •. + f n X n ， g — go giX + • •. + gmX 171 


(4) 
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分别有不等式 


deg (/ + 沒 ） 《 max(deg /, deg g ) , deg(/^) 《 deg / + deg 沒 (5) 

只要 （4) 式中的两个多项式的首项系数的乘积 Ugm 不等于零，不等式 （5) 中的第二 
个式子就是一个等式 

deg (/ 夕 ）= deg / + deg ^ 

因为 

f 9 = fo 90 + { fo 9 l + fl 9 o )^ + …+ (/ n 々 m ) X n+m ⑹ 

这事实意味着下述 

定理 1如果 A 是整环，则 A [ X ] 也是整环. 

多项式环在交换环中的地位在某种程度上可以解释如下： 

定理 2设交换环丑包含有 A 作为 子环. 对于任意元素 tG 丑 
同态 ilt : A [ X ] ^ R , 使得 

VaG A, II t ( a ) = a ， n t (X) = t ⑺ 


□ 

，存在唯一的环 


证明首先假设这样的同态 77 t 存在.给定写成 （3) 式的任意多项式/,因为对 
于/的每个系数 A ，且 n t ( x k ) = ( n t ( x)) k = t k (同态的性质和条件 
(7)), 所以 

n t (f) = n t (f 0 + /1X + ... + f n x ， 

= /o + fit + ... + fnt n ， 

即风 (/) 是唯一确定的，并由公式 （8) 给出.反之，如果我们用公式 （8) 定义一个映 
射仄，则仄显然满足条件 （7) 并得到一个环同态.事实上， n t 作为环的加法群 
的同态是清楚的，至于乘法，将仄应用到乘积 （6), 则（广义）分配律给出 



二 fo90 + {fo9l + fl90)t + …+ (/n5Vn)f n+m 




= n t ( f ) • n t ( g ). 




将公式 （8) 定义的映射作用到多项式/ = /( X )上，其结果称为在/中用 
f 替换 X ，或简单地（带有某种牵强）称为/在 x 二 t 时 的值，因而记作 n t ( f ) = f ( t ). 
知道了 n t ( f ) ,就意味着能够计算 f 在 x = t 时 的值.令 x g 4同态 凡 乃 

是联系多项式研究中的函数观点与代数观点的一个纽带.根据定义，线性多项式 
X - c = ( - C , 1,0,...) 不等于零，但与之相关联的多项式函数 xhx — c 当: r 二 c 时 

取零值 • 另一个例子：系数取自域 f 2 ( 其中1 +1 = 0) 的非零多项式 x 2 + x 给出 
了一个零函数 /: f 2 — f 2 , 因为 o 2 + o = o 和 1 2 + 1 = 0. 
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元素 t g 丑称为4上的代数元，若存在/ g A [ x ], 使得 n t ( f ) = 0 . 如果 
n t ： A [ x ] ^ r 是一个同构嵌入（单同态)，则 t 叫作4上的超越元.当4 = c 

时，则简单地称之为代数数和超越数.例如在数学分析中定义的数6和 7 T 是超越 
的，而数 W + W 是代 数的. 

同态风原本用于反映多项式环4义]的泛性.现在多项式环泛性的更完备的 
刻画如下. 

定理3设 A 和丑是任意交换环， t 是 丑的一 个元素，而# A — 丑是环同 
态 •则 p 可以唯一地扩充为环同态 外： A [ X ] ^ R , 它将变元 X 对应到 

定理3的证明在本质上与定理2的证明类似，留给读者作为习题. 

2. 多变元多项式当 A c jR 时，如果在本节开头的考察中取任意 n 个元素 
h , …， t n GR ， 并考虑丑中包含有 A 和…， h 的所有子环的交，则我们得到一 
个环4〖1,一 ，( n ]. 如同 n = l 的情况，其元素的形式记法暗示着引入 n 变元多项式 
的必 要性. 作法非常 简单. 回忆构造环 B = A [ X ] 是从带有单位元1的交换环4开 
始的. 现在我们可以用环 b 代替4构造环 c = 其中 y 是一个新的变元 ， y 
MB 所起的作用，与 x 对 A —样. c 的元素可唯一地写成 EbjY ^ bj G b 的形 
状，且 B 等同于 C 的一个子环，由形如 bY ° = b - l 的元素 组成. 因为元素~ G B 
可唯一地表示成~ ,故 C 中的任意元素形如 





0 j =0 



并且根据构造法，与 X 和 y 可交换，变元 X 与 y 可 交换. C 叫作4上两个 
变元（或未定元)的多项式环. 

将这种构造重复充分多次，我们就得到了 4上 n 变元（或未定元） Xi ,..- , X n 
的多项式环 A [ X 1? ... , X n ]. 

我们约定，将 n 个非负整数 “,•••，& 的序列 (ii,-.. ,z n ) GN n (N = NU{0})ftf 
记作 W . 这时任意元素/ G A [ X 1? •*. , X n ] 可写成如下 形式： 


/ = a (i) G A , (9) 

⑷ 


其中是一个单项式， / 是系数取自 4 的单项式的线性组合.根 
据多项式的定义， （9) 式中所有的系数 a ⑷除有限多个以外都等于零.写法 (9) 的唯 
一 性可直接从下述论断得到. 


多项式/等于零，当且仅当所有的系数 ％.、 等于零. 当 n = l 时， 在构造环 

A [ X ] 的过程中已发现了这一结果.当 n 〉1时，对 n 作最简单的归纳.即我们可以 
将多项式写成 



J2 bi 


X 
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其中 

k = E dX : 1 

名 1 ， … yin-1 


是变元较少的多项式.对 n 二1的结论和归纳假设表明， 

/ t 0 ， "O' Vi n , bi n = 0 -O' V(ii, * * • , in) ^ii-'-in-iin ~ 

现在自然可以认为，两个多项式，…， X n ] 相等，当且仅当它们的相 
同单项式的系数相等（根据上面所述， 


( k …， 《 n ) — ，…， jn ) 4 4 1 …尤-#右 1 …右”. 

多项式/关于為的 次数 记作 degfc /, 它是在所有 a 0的单项式 a w XW 
中 ，為的指数中的最大整数.例如多项式1 + X + + X 2 Y 2 关于 X 的次数是 

2,关于 F 的次数是 3. 

整数 “ + ••• + & 叫作 单项式 义卜…义七的 （全）次数. 

多项式 / 的次数 (或 全次数) deg / 是它的单项式全次数中的最大值.令 deg 0 = 
- oo . 在多变元的情况下，谈论多项式的首项是没有意义的，因为全次数最大的单项 
式可能有许多个. 

我们在第1段中对 A [ X ] 得到的许多结果可以转移到环4工1,…， A ] 上.例 
如运用定理1并对 n 作归纳立即得到 

定理1/如果 A 是整环，则环也是整环.特别地，任意域 P 上 
的 n 变元多项式环是整环. 

下述论断可看作定理^的一个有效的改进. 

定理 4 设/和 g 是整环 A 上的任意两个 n 变元多项式. 

则 

^ g ( fg ) = deg / + deg 

证明 一个多项式 h ( X u …， X n ) 叫作 m 次 齐次多项式或 m 次形式, 如果它 
所有的单项都有同一个全次数 m , l ,2,3 次形式分别称为 线性，二次和三次形式 .如 
果将/中所有次数相同的单项式（仅考虑有非零系数的单项式）合并在一起，我们就 
把多项式/ = 唯一地表示成次数各不相同的形式 / m 的和 

/ — /o + /i + * * • + / fc ? ^ — deg /. 

如果 

g = go — + gul = deg^, 

则显然， 

fd = fo9o + (fo9i + fi9o) + • • • + fk9i 


_ §2 多项式环 _ 161. 

(这个式子与⑹式类似 ，但夂 ft 有另外的含义),从而 deg fg ^ k + L 根据定理 

1’，从 /fc # 0,仍 # 0得到 # 0，即 deg(fg) = deg(fkgi) = k-\-l = deg / + deg^.D 

3. 带余除法 在第1章§9第3段中对整数 Z 引入过带余除法.当4是整环 
时， 完全类似的算法可以在环 A [ X ] 中进行（当4 = R 时， 初等代数中已有这一算 
法：回忆带余除法). 

定理 5 设 A 是整环，沒是中的多项式，其首项系数在 A 中可逆.那么 
对于每一个多项式/ G A [ X ]^ 存在唯一的一对多项式 g,r G A [ X ], 使得 

f = qg r , deg r < degg. (10) 

证明设 

/ — + a\X n ~^ + ■ • • + a n , 

其中 aobo _ 0,且知 |1 .对几作 归纳. 若 n = 0 , 且 m = degg > deg / = 0, 则令 
q = Q， r = f • 若 n = m = 0 则令 r = 0 和 g = aob^ 1 . 我们假设定理对所有次数 < n 
的多项式成立，此处 n 〉 0. 不失一般性，设 m < n , 因为在相反的情况下，取^ = 0 
且 r = f 即可.这时 


f = a 0 bfX n —'g + f ， 


其中 deg f < n . 根据归纳假设，我们能够找到$和 r , 使得/=如 + r , 并且 degr < m . 
令 


Q = aob^X 71-171 + q, 

我们就得到了具有所需性质的一对多项式 g 和 r . 

还需证明商^和余 r 的唯一性，我们设 

qg + r = f = q f g + r ’ 

贝 1 J (Y - q)g = r - r f . 根据定理 1, 有 deg(r - r f ) = deg ( q f - q ) + degg , 在我们的条件 

下，仅有的可能性为 〆 = r 且 Y g (回忆 degO = — oo 以及 — oo + m = — oo ). 

最后指出，商9和余 r 的系数属于完全相同的环 _ A , 即/, g G A [ X ] q^r e A [ X ]. 


注记 首项系数为1的多项式通常称为 首一多项式. 上述用多项式9去除/的 
过程叫作 欧几里得算法 ，若9为首一多项式，则算法略为简单.若 （10) 式中的余 T 
等于零 f = qg , 则称/被9 整除. 


习 题 

1. 多项式 /( X ) = X 5 +3 X 4 + _ X 3 + 4_ X 2 -3 X — 1， g { X ) = X 2 + X + l 可以看作环 Z [ X ] 
中的多项式或者环 Z 5 [ X ] 中的多项式.用带余除法证明，在第一种情况下 f ( x ) 不被 〆 x ) 整除， 
而在第二种情况下， f ( x ) 可以被 Wx ) 整除. 与此相反的情况有可能出现吗？ 
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2•用定理3证明，如果 F 是域，则环的保持 F 不变的所有的自同构组成的群同构于 
变换群义 ) ~> clX + 6，其中 ci , 6 G F ^ ci ^ 0. 

3•证明多项式/ G , X n ] 是 m 次形式（参看定理4的证明)，当且仅当 f ( tXi ，… , 

tX n )= t m f ( X u … ， X m ) ，其中 f 是一个新的变元. 


4. 证明全次数为 m 的 n 变元单项式的个数为 k 
提示：利用在 n 和 m 上的双重归纳法，借助关系式 





(m — 1) + n — 1 


m 



5.返回第1段的定义，考察集合 A [[ X ]], 它由变元（或未定元) X 的 形式幂级数 f ( X ) = 
> : ajX x 组成，或者由序列 （ do , cii , 奶，… ） 组成，其中系数 a 〗 是交换环 A 中的任意元素，可能 

i 彡0 

有无限多个叫 #0. A [[ X ]] 中的形式幂级数的运算与多项式的运算遵循同样的 法则： 

+ ( J2 biXi ) = 5^(叫+研、 

(5>〆) (J2bjX j ) = Y^kX k ， c k = I 吨 

i+j = k 


证明集合连同这些运算构成一个交换结合环，带有单位元1 = (1,0,(),•••). 

因为在幂级数/ = 中，变元 X 有任意大的方幂那么谈论次数 deg / 就没有意 

义了，比较自然的是考察/的级 a ;(/), 它是使 a n 7 ^ 0的最小下标 n (令 a ;(0) = + oo ). 

证明 - 

i ) w (/ + 50 > min { a ;(/), a ;( p )}; 

ii) ^(fg) > 4/) +^(s0. 

如果 A 是一个整环，证明 u ( fg ) = uj { f )+ uj { g ). 特别地这时 A [[ X ]] 也是整环. 

证明乂⑷是 A [[ X ]] 的一个子环. 

6. 多项式和幂级数经常用来作为各种类型的数值的 生成函数. 我们用两个简单的例子说明 
这一点. 

a ) 用 Z [ X ] 中的二项公式 5：^^' = (1 + X ) n 和显然的分解 （1+ X) m (l + X) n = 
(l + X) m+n 证明关系式 


k-i ) = 

b ) 在带有二元运算的集合中，可以在 n 个元素的乘积之间安插括号，求出所有可能的安插 
方式的数目 Z n , 为此引入生成函数-形式幂级数 

l ( X ) = lnX n = X + X 2 + 2 X 3 + . . • , 

n^l 

是有用的.它的前几个系数在第4章§1第3段中已经计算过.从显然的递推关系 

n— 1 

In = : Ik^n—k 
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得到/( X ) 2 = l ( X ) - X . 解这个二次方程，我们有 






- y /1 -AX 

2 


(根式前的符号是由条件 / n > 0决定的 )• 但是如果幂级数 f ( X ) 满足厂=1 + AX，r G N ， 则 


f(X) 




i+E 


fc — 1 



- I 


0 




( XX) k 


k\ 


(姑且认为泰勒展开式存 在). 在我们的情况下 



2,入= — 4,且簡单的代换给出了最后的表达式 


In 



2 n 
n — 1 


2 


(我们指出二 Cn - l 是经典的 卡塔兰数) 

建议补上所有的中间步驟. 


§3 


多项式环中的因式分解 


1. 整除的初等性质 从第1章开始，我们在几个地方涉及整数环 Z 中的整除 
性问题，但是暂时还没有证明算术基本定理.现在到了填补这一空白，并且 将靖论 
推广到更广泛的环类上的 时候. 我们首先感兴趣的是域 P 上的多项式环 

我们从任意的整环丑入手•丑中的可逆元在前文叫作1的因子.有时也称为正 
则元. 显然，多项式 feA [ X ] 是可逆的（正则的)，当且仅当 deg / = 0 ， 并且/ = / 0 
是 A 中的可逆元，因为 fg = l ^ deg / + deg ^ = deg 1 = 0. 

我们称元素 & G 丑被元素 a G 丑整除（或&是 a 的倍数)，如果存在元素 c G 尽 
使得 b = ac (记作 a \ b ). 如果 a |&，&| a 同时成立，则 a 和&叫作相伴元.这时& = mi , 

其中 Ml . 根据上面的说明，多项式/,9 G A [ X ] 是相伴的，当且仅当它们仅相差4 
中的一个可逆因子. 

元素 P G 丑叫作素元(或既约元），如果 p 是不可逆的，且不能表成 p = M 的 
形式，其中 a , &均为非可逆元，因为域 P 中的每一个非零元都是可逆的，故 P 中 
没有素元•环 A [ X ] 中的素元叫作既约多项式. 

我们列出在一个整环丑中整除性的下述基本性质. 

1) 如果咖，％,则 a | C . 事 实上，我们有6 = ab f ,c = bc f ,其中 b 、 c ， e R . 所以 

c =： ( a &^ c 7 = a { b f c r ). 

2) 如果 c|a 且咖,则 c|(a 士 &). 事实上，根据条件， a = 乂, & = d / 其中必 V G 丑, 
由分配律得到 a±b = c ( a f ± b f ). 

3) 如果 则 a|&c • 显然 b = ab ’ 今 be = ( ab f )c = a (6 / c ). 

结合 2) 与 3), 我们有 

4) 如果元素 bi ， b 2, . . • ， bm G R 都能被 d G jR 整除，则 b \ C \ +&2 C 2 + • • • + 办 m c m 
也能被 a 整除，其中 Cjla ,... , c m 是丑中 的任意元素. 
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定义 整环丑叫作唯 一 因子分解环， 若丑中的任意元素 a 7^ 0可表成下述 
形式： 

a = Upip 2 • • - Pr, (1) 

其中 W 是可逆元， Pi ， P 2, … ， p r 是素元（不必两两不等)，并且如果存在另一个分解 

a = 叫1仍 •.. ％ ， 则 r = S ， 适当地选取趴和 心 的下标，有 

Ql ~ ^lPl 5 • • • 5 Qr — 从 rPr ， 


其中 Ui ,..., U r 是可逆元. 

假设在等式 （1) 中允许 r 二0, 我们约定，丑中的可逆元素也有素因子分解， 
尽管它是平凡的.显然，如果 P 是素元，^是可逆元，则与 P 相伴的元素哗也是 
素元.在环 Z 中有可逆元1和 - 1, Z 中的序沁 < 6) 使我们可以从两个相伴的素元 
土 P 中选择正素元 P . 在环中，考察首一既约多项式（见§2最后的注记）比较 
方便 • 

下述的一般论断成立. 

定理 1设丑是一个整环，其中的每一个元素都有素因子分解.则丑中的分解 
是唯一的（即丑是唯一因子分解环)，当且仅当每一个整除 ab ( a , beR ) 的素元 pG 丑 
一 定整除 a 或 6. 

证明设丑是唯一因子分解整环，且= p C . 如果 

a = i i b — i i bj，c = i i Ck 

分别是 a , m 到素因子的分解，则等式 n 〜 xn ~= pna 意味着，元素 p 相伴于 
A 或~之一，即 p 整除 a 或 6. 

反之：条件 p | a 或意味着中因子分解的唯一性.用归纳法，假定 
在 R 中所有满足下述性质的元素是因子分解唯一的，这种元素存在某个分解式，式 
中素因子的个数< n (精确到因子的排序和相伴).现在我们对能够分解成 n + 1 个 
素因子乘积的任意元素 a # 0进行证明.设 


n+1 m+1 

a = J^[ Pi = J^[ r j ⑺ 

i=l j=l 

是使得 m ^ n 的两个分解式.将定理的条件应用于 p = Pn+l , 得到 Pn+l 应当 
是 n ,... , r m +1 中某个元素的因子.不失一般性（因为可对元素重新标号),我们认为 

但 r m + i 是素元，所以 r m+1 = up n + i , 其中 w 是可逆元•用丑中的消去 

律（第4章§1定理 1), 从 （2) 式得到 f[Vi = u ^ Tj . 左边是 n 个素元的 乘积. 根 

i=l j=l 

据归纳假设 ， m = n , 且两个分解精确到素因子的次序以及可逆因子. 口 
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考察虚二次域 Q ( V ^) (见§1第5段的例子）中的整环 B = { a +^ v ^ la , b 



%}. R 中任意非零元素 




+ 的范数 iV( a + by /^ h ) = a 2 + 5 b 2 是正 整数. 


如果 a 在 B 中是可逆的，则 （ iV ( a )) 


N( 




Z 


因而 N ( a ) = 1. 这仅 



b 




0 , 



±1 时才能 发生. 于是像 Z 中一样， R 中的可逆元只有士 1. 如果 


a = eaia 2 … ov # 0, e = 士1 ,贝 !] N ( a ) = N ( on ). .. N ( a r ). 因为 1 < N ( ai ) G N , 所 

以对于给定的 a , 因子的个数 r 是有界的.于是 B 中的任意元素都有素因子分解. 

数 9( 不仅是 9) 有两个不同的素因子分解 



3和2 士 ^是不相 伴的. 事实上， N (3) = N (2 ± v ^) - 9. 所以从 a = 3或 
2 士 V / ~5 的分解式 a = o ； ia 2 , 其中 ol \, a . 2 不可逆，得到 9 = N ( a ) = N { pLi ) N 、 a2 ) ， 
即 N ^ OLi ) = 3 ,i = 1,2,这是不可能的，因为方程+ 5^/ 2 = 3在 Z 中无解.这就证 
明了元素3和2 士 ^是素元. 

所考察的例子包含了关于二次域 Q ( Vd ) 在萌芽时期的一大类问题，其中的一 

部分直到现在还没有解决.这些问题在 代数数论 中进行研究. 

在利用定理1建立其他的唯一因子分解环之前，我们引入1些辅助概念，它们 
自身亦引起人们的兴趣. 

2. 环中的最大公因 （ g . c . d .) 和最小公倍 ( l . c . m .) 设 B 是一个整环，两个元素 
a , & G B 的 最大公因 记作 g . c . d .( a ,6) ,它是具有如下两条性质的元素 d G 丑： 

i ) < i | a , d \ b ] 

ii ) c | a ， c\b c \ d . 

显然， d 的任意相伴元也满足性质 反之： 如果 C 和 d 是元素 ( X 与 6 的 
两个最大公因，则 c \ d , d \ c , 于是 c 和 d 是相 伴元. 记号 g . c . d .( a ,6) 用于任意最大公 

因，即在这种写法中，我们对相伴元不加区分.考虑到将性质 i ), ii ) 规定为最大公因 
的定义，可增加下述结论： 

iii ) g . c . d .( a , b ) = a a \ b ; 

iv ) g . c . d .( a ,0) = a ; 

v ) g . c . d .( ta , tb ) = t g . c . d .( a , 6); 

vi ) g . c . d .( g . c . d .( a , 6), c ) = g . c . d .( a , g . c . d .( b , c )). 

验证它们并不困难，留给读者作为练习.性质 vi ) 使得我们可以将最大公因的 
概念推广到任意有限个元 素上. 对于元素 a , beR , 类比最大公因 g . c . d .( a , b ), 可以引 
出 最小公倍 l . c . m .( a ,6) 的概念，它是由下述两条性质（精确到相伴）来定 义的： 

i ’） a | m ，6| m ; 
ii ’） a | c ， b\c m \ c . 

特别地， 令 c = ab , 则有 m \ ab . 

定理 2 设整环丑中的两个元素 a , 6 有最大公因和最小公倍.则 
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a ) l . c . m .( a , b ) = 0,分 a = 0或6 = 0. 

b ) a,b ^ 0 ,m = l . c . m .( a , 6), ^ ab = dm d = g . c . d .( a , b ). 

证明 论断 a ) 可由 l . c . m .( a ,6) 的定义直接得到.为了证明论断 b ), 我们需要验 
证由等式= dm 定义的元素 d 满足性质 i ), ii ). 事实上， i f ) m = a 1 a , m = b l b . 

于是 ab = dm = da ! a ， 因为丑是整环，消去 a 后得到6 = da 、 即砸.类似地， 
ab = dm = db’b a = 洲’ ， 即 d | a ， 我们得到了 i ). 

其次，设 a = / a /; , b = fb ". 令 c = jo !' b n . 这时 c = a 6〃 = 6 a " 是 a 和 6 的公 
倍. 根据性质 ii 7 ), 存在 c ' G 丑,使 c = dm 因而 fc f m 二 fc = f 2 a ” b n = a 6 = dm , 即 
d = fc 、 所以 /|d . 我们得到了 ii ). □ 

定义设整环的两个元素 a , 6 有最大公因，如果 g . c . d .( a , 6) = 1, 则称 a , 6是互 

素的. 

从性质 i ), ii ), i / ) 5 ii ， ) 或定理2既不能得出 g . c . d .( a , 6) 和 l . c . m .( a , b ) 的计算方法， 
也不能保证它们的存在性.定理 2, b ) 仅建立了它们之间的一个关系. 

现在假定丑是唯一因子分解环.用 P 表示丑中素元的一个集合，使得丑中任 
意的素元相伴且仅相伴于 P 中的一个元素.考察两个元素 a , beR 的分解时下述约 
定有时很方便，即认为它们的因子是取自 P 的相同元素，但这时可能出现零指数， 
也就是说 


a = upi 1 … p$ r , b = vp l i … 政， 

u 1 , v 1 , ki ^ 0, k ^ 0; Pi G V ; 1 < i < r. 


(3) 


根据定理 1, 得到下述便于记忆的 

整除性判别 法设丑是唯一因子分解 整环； a , 6是环丑的两个元素，分别表示 
成 （3) 式的形式. 

则下述论断成立： 

1) o\b 当且仅当 ki < k, i = 1, 2,…， r ; 

2) g . c . d .( a , b) =p s 1 1 - - -p s r r , 其中〜 = i = 1,2, ••- , r ; 

3) l.c.m.(a, b) = p^ 1 • - p l r r , 其中 h = max{A;“ ~} ， i = 1,2, ••- ,r. 

这样〜需要取两个指数 & A 中最小的，而 A 取最大的.特别地， 元素 a，b G R 
互素，当且仅当出现在一个元素分解式中的素因子，不出现在另一个元素的分 

解 式中. 

这个整除性判别法的缺陷在于，得到形如 （3) 的分解式实际上是非常困难的. 
即使在 R = Z 的情况下(此处不预先假定 Z 的唯一因子分解性),人们也只能对给定 
整数 n , 直接挑选所有小于 n 的素数这一方式作些意义不大的改动.下面将要给出 
在一类环中计算 g . c . d . 和 l . c . m . 的有效方法，这是令人愉快的. 

3. 欧几里得环的唯一因子分解性 在 Z 和 P [ X ] 中的带余除法（见第1章的 
§9第3段和§2第3段)，使我们自然地想到去考察一类整环丑，其中每个元素 a^O 
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对应于一个非负整数 6( a ), 也就是说存在一个映射 

S:R\{0} = R*-^mj{0}, 


满足如下条件： 

El ) S(ab) ^ 5 ⑷对 任意丑 的元素 a，b 妾 Q 成立； 

E 2) 任取存在叫作 “ 商 ” 元， r 叫作 “ 余 ” 元)，使得 

a — qb-\-r\ S(r) < S(b)^ r — 0. (4) 

满足这一性质的整环丑叫作欧几里得环(简称欧氏环).若 a G Z ,令 5( a ) = | 吨 
若 a = a ( X)e P ㈤ ，令 5( a ) = deg a , 我们看到 Z 和 P [ X ] 是欧氏环. 

在欧氏环中有一种计算 g . c . d .( a ,6) 的方法，叫作辗转相除法或欧几里得算法, 
可作如下 解释. 设给定欧氏环丑中的非零元素 a ,6, 足够多(但是有限)次地运用 E 2), 
我们得到了一组形如 （4) 的等式，最后一个式子的余元素为零： 

a = qib-\-n, S(n) < S(b), 

b = q 2 n + r 2 , S(r 2 ) < S(n), 

ri = q3T2 + r* 3 , S(r 3 ) < S(r 2 ), /K 、 


rk-2 = qkTk-i +r* fc , S(r k ) < S(r k ^.i), 

f'k—l = f'k+l = 0 * 

事实上，因为非负整数的严格递减数列 5 ⑻〉> S(r 2 ) 〉…必然中断， 
而中断点仅可能当余元素为零时出现. 

我们断言，最后一个非零余元素就是在第2段定义的元素 a 和6的最大公 
因. 事实上，根据条件， aim . 在等式组 （5) 中自下而上，并运用在第1段给出的 
关于整除的性质⑷，得到一系列整除关系 r * fc | rfc _ i , rfc | rfc _2, - - - , nt | r *2, nt | n , 最后， 
r fc |6, r fc | a . 于是 r fc 是元素 a ,6 的公因子.反之，设 c 是 a , 6的任意一个公因子，则 
c | n , 现在在等式组 （5) 中自上而下，得到了一系列整除关系 c | r 2 , c | r 3 , ••- , c | r fc . 由 
此可最后断定， g . c . d .( a ,6) 存在，且等于 r fc : 

rk = g . c . d .( a ,6). (6) 

其次注意到，当 i > 3时，等式组 （5) 中的每一个余元素 n 都可以表示成系 
数在丑中的前两个余元素和 n _ 2 的线性组合. n 可以通过 a 和6 表示： 
n = a - qib , M r 2 通过 6 和 r * i 表示，它仍然是 a 和6的线性组合.顺次在 n 中用 

的表达式置换 n _ m _2, 我们得到 i = k 时的表达式 


Tk = CLU-\- bv 


⑺ 
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其中元素 u,v eR . 

比较⑹和⑺并注意到定理2, b ), 我们得到下述论断. 

定理 3在欧氏环丑中，任意两个元素 a, 6都有最大公因和最小 公倍. 利用欧 
几里得算法，可以找到元素使得 

g . c . d .( a , b) = au-\- bv. 

特别地，元素 a, 6互素，当且仅当存在元素丑，使得 

au-\-bv = 1. 

推论设 a , 6, c 是欧氏环丑中的元素. 

i ) 如果 g . c . d .( a , 6)=1 且 g . c . d .( a , c )= l , 则 g . c . d .( a , bc)=l. 

ii ) 如果 a |6 c 且 g . c . d .( a , 6)=1 则 a c . 

iii ) 如果 6| c , a | c , 且 g . c . d .(6, c )= l , 则 bc\a. 

证明 i ) 根据定理 3 有等式 cmi + _ = 1, au 2 + CV2 = 1. 将它们的左右两端分 
别相乘，我们得到 a { au \ U 2 + bu 2 V \ + cu \ V 2) + bc { viV 2) = 1,结论得证. 

ii ) 我们有 cm + k =1，从而 aC ' U - [- (6 c ) i ； = c •但 6 c =麵,所以 c = a(cu + wv ), 
即 a c . 

iii ) 根据最小公倍的性质 W ), 

&| a , c a => l . c . m .(6, c)\a => 6 c | a , 

这是因为 6 c - g . c . d .(6, c ). l . c . m .(6, c ), 而根据条件， g.c.d.(b,c) = 1. □ 

读者不难将定理 3 推广到欧氏环中任意有限多个元素的情况. 

证明欧氏环的唯一因子分解性质的第一步是下述引理. 

引理欧氏环丑是有因子分解的环（即丑中的任意元素 a ^ O 可以写成 （1) 式 
的形式). 

证明 设元素 a ei ? 有真因子6: a = 6 c , 此处6和 c 都不是可逆元（换言之 ， a 
mb 不相伴).我们来证明吵）< S(a). 

事实上，根据 E 1) 直接得到 5(0 < S ( bc ) = 6( a ). 假设等式成立 5(6) = 6( a ), 利用 
条件 E 2 ) 可以找到 g ， r ， 使 6 = ga + r, 其中 5(r) < 5(a) 或 r = O.r = 0 的情况与 a 和 
b 不相伴矛盾.其次，因为 c 不是可逆元，1 - gc # 0. 再次根据 E 1) (将 a 换成 6) 有 

6(a) = 6^) < 5(6(1 — qc)) = S(b — qa) — S(r) < S(a), 

得到 矛盾. 于是 吵）< S(a). 

现在 若 a = aia 2 • • - a n , 其中所有的 叫 都是不可逆的，则 a m + ia m+2 • • - a n 是 
a m a m + i … a n 的真因子，根据上述证明 


6 ( a ) = 6 ( aia2 … a n ) > 5 ( a2 … a n ) > …> S ( a n ) > 5(1). 
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这个严格递减非负整数列的长度 n < S ( a ). 所以对于元素 aeR , 有一个长度最大的 
分解，它就是 a 的素因子分解. 口 

定理4每一个欧氏环都是唯一因子分解整环. 

证明利用上述引理和定理1给出的唯一因子分解判别准则，我们只需证明， 
如果 P 是环丑中能够整除 乘积心 的一个素元，其中6, c G 丑，则或到 c . 

事实上，当 6 二 0 或 c = 0 时， 无需证明.如果 6c # 0, 且 d = g.d.c.(6,p), 贝！ Jd 是 

素元 P 的因子，它或为 1( 准确地说，是1的因子）或与 p 相伴.在第一种情况下， 

6 和 p 是互素的，定理 3 的推论 ii) 表明 p | C . 在第二种情况下， d =冲, W |l, 意味着 

p b . □ 

推论环 Z 和 P [X] (P 是任意一个域）是唯一因子分解整环. 

证明直接由欧氏环的定义，对 Z 和自然地定义具有性质 E1),E2) 的函 
数\再运用定理 4. □ 

建议对 Z 和 P [X] 因子分解唯一性的证明分开进行，以消除在这一问题上可能 
出现的任何似是而非的观点. 

多元多项式环 P [ X l5 ... , X n ],n > 1,不是欧氏环，它的唯一因子分解性将在 
[BADI] 中证明.我们还会给出欧氏环的其他的例子. 

4. 既约多项式再次强调以前的专用定义，环 P [ X ]的一个次数大于零的多项 
式/叫作既约的，如果/不被任何多项式 geP [ X ] 整除，其中0 < deg ^ < deg /. 
特别地，所有的一次多项式都是既约的.显然，次数大于1的多项式的既约性（或它 
到既约因子的分解）是一个与基域 P 密切相关的概念，例如，我们已经知道，根据 
复数的构造，多项式 X 2 + 1 = (X + i)(X - i ). 域 Q 上的多项式 X 4 + 4 是可约的， 
尽管不易 猜到： 


X 4 + 4 - (X 2 - 2X + 2)(X 2 + 2X + 2). 

右边的两个多项式不仅在 Q 上，而且在 M 上都是不可约的，但在 C 上是可约的. 

正如素数在 Z 中有无穷多个一样（见第1章 §1), 任意域上的首一既约多项式也 
有无穷多个. 

在无限域 p 的情况下，这是显然的：考察形如 X-c,ceP 的既约多项式即可. 
如果域 P 是有限的，应用欧几里得的论证.设我们已经找到 P[x] 中的全部 n 
个首一既约多项式 pi ,... ， Pn. 则多项式/ = P1P2 … Pn + 1至少有一个首一素因子， 
这是因为 deg / 彡 n . 将它记作 p n + i . 它与 pi ， …， Pn 都不相同，否则若存在 s < n , 
使得 Pn+i ，则•••〜)，即 p s | l ， 得到 矛盾. 口 

由于有限域上指定次数的多项式只有有限多个，我们得到下述有用的结论. 

在任意有限域上，存在任意高次的既约多项式. 

这一定性的论断将在 [BAm] 中精确地 阐述. 

域 Q 上的既约多项式在代数数域理论中起着特殊的作用.因为用一个适当的自 


• 170 . 


章复数和多项式 _ 

然数去乘 Q [ X ] 中的多项式总可以得到 Z [ X ] 中的多项式，所以先要弄清楚 Q 上多 
项式的既约性与 Z 上多项式既约性之间的关系.因为对其他方面的应用也感兴趣， 
我们先来证明一个有关唯一因子分解环 B 上的多项式的一般论断. 

多项式/ = a 0 + +… • + a n X n e R [ X ] 的所有系数的最大公因 d = d (/) 叫 

作/的容度.到目前为止，我们只讨论了两个元素的最大公因 g . c . d .( a ,6), 但最大公 
因的性质 i ) 一 vi ) 允许我们将这一概念推广到整环中的任意有限多个元素上去. 

如果火/)是丑中的可逆元，则多项式/叫作本原多项式. 

高斯引理设 丑是一 个唯一因子分解环，.则 

d { fg ) - d ( f ) - d ( g ) 

(其中 《 指精确到相伴是相等的).特别地，任意两个本原多项式的乘积仍然是本原 
多项式. 

证明从后一个断言开始证明.假设 

/ — Q-o H - cl\X + • • • + a n X n ^ g = bo b\X + • • • + b m JC m 

是 R [ X ] 中的两个本原多项式，而乘积 / g 不是本原的.于是存在素元 peR , 能够 
除尽 d ( fg ). 选择最小的下标 M , 使得这样的下标可以找到，因为/和 
9 都是本 原的.在如 中的系数是 

c s-\-t — + a s +2~-2 + ..•) + ( a s — i 6 t+i + a s -2^ t +2 + •••)• 

根据假设条件 — 和当 i > 0 时被 p 整除，且 p \ c s+u 我们有关系式 

pu = a s b t + pv , 

所以•由 B 的唯一因子分解性得到 p \ a s mp\bt ,引出矛盾，这就证明了我们 
的论断. 

进入一般情况，将任意多项式/, g e B [ X ]写成形式 

f = d ( f ) fo , g = d ( g ) g 0 , 

其中 fo . go 是本原多项式 • 因为々= d ( f ) d ( g ). f 0 g 0 , 而且我们已经证明了 d ( fogo ) « 1, 

故 d { fg ) « d ( f ) d ( g ). □ 

推论设多项式,若/在 Z 上是既约的，则在 Q 上也是既约的 • 

证明根据定理4的推论， Z 是唯一因子分解整环，所以可以对 Z [ X ] 应用高 
斯 引理. 假定/ =咖其中/ e ,而 Q [ X ]. 在等式两端同乘0和 h 的 
所有系数的分母的最小公倍，等式变为 a / = bg 0 h 0 , 其中 a , h Z ,而洲,知是 Z 上 
的本原多 项式. 根据高斯引理， a . d (/) = 6( 不失一般性，可以在等式中代之以相伴 
元)，于是得到了 Z 上的因式分解/ = d ( f ) g 0 h 0 , 与/在 Z [ X ]中的既约性 矛盾.口 
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艾森斯坦既约性判别法设 

f(X) = X n + + …+ a n _!X + a n 


是 Z 上的首一多项式，如果所有的系数都能够被某个素数 p 整除，但如 
不能被 P 2 整除.则 / P 0 在 Q 上是既 约的. 

证明 假设 / P 0 在 Q 上可约，利用高斯引理，可以将 / P 0 写成 Z 上两个首 
一多项式的乘积： 

/(-^) — {X s + b\X s ~^ + • • • + b s ){X t c\X t 1 + ... + Ct) ， 5, t > 0. 


这个分解式在 A [ X ] 中仍然成立，它由整系数多项式对系数取模 P 的剩余类 得到. 
根据条件百=0,其中百是整数叫模 p 的剩余类•但 Z p [ X ]是唯一因子分解环（定 
理4的推论).比较两个分 解式： 

X s Xt = ( X s + hX 8 - 1 + ... )(；^ + cTX *- 1 + ...)，5 + f = n ， 


我们得到结论 bi=0 = cj, 即所有的系数 bi.Cj 都可以被 p 整除，在这种情况下， 

a n = 6 sCt 被 p 2 整除，得到矛盾，艾森斯坦判别法得证. 口 

注意 当首项系数不等于1但与 P 互素时，判别法仍然可用. 

例2 任取 素数仍 多项式 = i + P - 2 + ...+义+ 1在 Q 上是既 

约的. 

只要注意到 f ( X ) 的既约性等价于多项式 


f(X + 1) = 


{X + l) p - 1 
(X + 1) - 1 







的既约性，后者除首项系数外，所有的系数均可被 P 的一次幂整除（二项系数的性 
质，见第4章§3习题6)，对这个多项式应用艾森斯坦判别法. 

习 题 


1. 证明 

nZ + mL = Z - g.c.d.(n, m), 
nZ fl mL = Z - l.c.m.(n, m). 

2. 设 / 和沒是 Z[X] 中的首一多项式，证明在等式 g.c.d.(/, g) = fu+gv 中，其中 u，v e Z[X], 
可以使得 deg it < deg degv < deg/. 

3 . 环 Z 和 Z 8 [X] 是唯一因子分解环吗？ 

4. 当 5 彡 12 时，将 Z[X] 中的多项式 — 1 分解成素因式的乘积 . 

5. 证明齐次多项式 

f(X,Y) = a 0 X n + aiX n_1 y + …+ a^XY^ 1 + a n Y n G Q[X, Y] 
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的既约因式也是齐次的，并且 /( X ， Y ) 是既约的，当且仅当 / pC ， l ) = ci 0 X n + ci 1 X n - 1 + ...+ 
a n -iX + a n G Q [ X ] 是既 约的. 

6 . 设 P 是一个域， f ( X ) = Y ^ xi 良 p [ M ] 中的形式幂级数（见 §2 习题5)，条件 

i^O 

a 0 # 0,或等价地 u ( f ) = 0, 是存在幂级数 g eP [[ X ]], 使得 fg = 1 的充分必要条件.例如， 
(1- X )- 1 = • 精确到相伴， X 是 P [[ X ]] 中唯一的素元.环 P [[ X ]]是唯一因子分解整 

i^O 

环.证明这三个论断. 

7. 证明 det ( Xij ) = ^ ^^(1),1 - . .〜⑻#是 n 2 个变元 xy 的 n 次齐次既约多 项式. 

TtESn 

提示：假定情死相反，令 


det ( xij ) = gi ( … ， Xij , …） g 2 ( … ，: z ^ y ). 


因为 det ( x ^) 是变元取自某个固定列的线性齐次多项式，因而因式仍 ，仍 之一 A Xij 的线性齐次 
多 项式，其中1彡 i 彡 n ， j 是固定的，同时另一个因子不依赖于这些 ％，1 彡 i 彡 n . 当把列换成 
行时，类似的结论仍然成立 • 现在设 x n 出现在 （71 中.则 (72 


不包含有 xu , 1彡_7•彡 n , 从而 


不包含有 5 1 ^ z . ? ^ n 


是一个常数. 


§4分式域 


1. 整环的分式域的构造在前面两节中建立了 Z 和 P[X] 许多共有的性质. 
我们的下一个目标是将嵌入到一个域中，并且只需最简便方法做到这点，就 
像将 Z 嵌入到 Q 中一样.事实上，对任何整环4解决这样的问题都不复杂. 

考察所有的元素对 （ a , b ), a , beA . b ^ O 组成的集合4 x 4*(4* = 4 \ {0}). 我 

们将这一集合划分为类，两个元素对 ( a , b) m (c ， d) 在同一类中 ，若 ad = be, 记作： 

( a ，6) 〜 ( c , d ). 显然 ( a ， b ) 〜 ( a , b ) 永远 成立. 其次 （ a , 6) 〜 ( c , d ) ( c ， d ) 〜 ( a , b ), 最 
后 ( a ， b ) 〜 ( c ， d ) ， ( c ， d ) 〜 ( e ,/) => ( a ， b ) 〜 ( e , /). 事实上，由等式 ad = bc，cf = de 得 
到 ad / = 6 c / = Me , 即 d(af - be ) = 0 .但 d # 0, 根据环 4 的整性，得到 a / = 即 

( a , 6) 〜 ( e ,/). 于是，关系〜是反身、对称、传递的，也就是说（见第1章 §6), 它是 

一 个定义于集合4 x #上的等价关系，从而把划分成不相交 的类. 

设 Q(A) 是所有等价类的集合，或 Q(A) 是集合4 x #关于等价关系的商集 
A x A*/ 用符号 [ a ,6] 表示有序对 (a ， b) 所在的类.根据定义 

[a^b] = [c, d] <=> ad = be (1) 

如果在集合 4 x 4* 上用下述公式给出加法和乘法运算 


(a, b) + (c, d) = {ad + bc^ bd)^ (a, b)(c^ d) = (ac, bd) 

(因为在 4 中，从 6 # 0, d #0 可以推出 M # 0,这样做是有意义的),这些二元运算也 
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可以转移到 QCA ) 上. 事实上，我们需要指出， 


{a! ， b’ 、 〜 (a ， b ) => 



(a ， 6) + (c ， d ) 〜《 V) + (c ， d )， 
(a, b)(c,d) 〜 （ a’, b f )(c,d). 


这件事可表达为关系式 


(ad + bc ) b’d = ( a ; d + b f c ) bd , 

ac - b f d = a r c - bd 

的正确性，后者从条件 a % = ^ 直接得到.如果 W 则将 ( c , d ) 换成 { c ^ d 1 ) 
时，类似的结果成立.我们断言， Q ( A ) 上的加法与乘法运算不依赖于等价类中代 
表元的选取，于是我们有 

[ a ，6] + [ c ， d ] = [ad + 6 c ，6 d ]，[ a ，6] [ c ， d ] = [ ac ， M ]. (2) 

此处本应记作比如 [ a , 6] © [ C , d ] 和 [ a , 6] 0 [ c , d ], 但 © 和 0 仍采用通常的加法和乘法 
记号时，并未失去表述的清晰性. 

现在我们来证明在 （2) 定义的运算下， Q ( A ) 是一个域.首先，关系式 

[ a , b ] + ([ c , d ] + [ e , /]) = [ a , b ] + [cf + de , df ] = [adf + bcf + bde , bdf ], 

([ a , b ] + [ c , d }) + [ e , /] — [ad + 6 c , bd ] + [ e , /] = [adf + bcf + bde , bdf ] 

保证了加法运算的结合律.乘法满足结合律是显然的.其次，关系式 

([ a , b ] + [ c , d }) - [ e , /] = [ade + bee , bdf ], 

[ a , b ][ ej ] + [ c , d ][ ej ] = [adef + beef , bfdf ] = [(ade + bee ) f ， ( bdf ) f ] 

和等价类相等的条件 （1) 表明，分配律成立. 

加法和乘法交换律的验证不难.加法的零元是类 [0,1], ([0,1] + [ a , 6] = [ a , 叩,而 
乘法的单位兀是类[1， 1]. 其次 ，— [ a ，6] = [― a ， 6]， 因为 [ a ，6] + [― a ，6] = [0,6 2 ] = [0, 1]. 

上述所有的条件表明， Q ( A ) 是一个有单位元的交换环.如果 [ a , 6] # [0,1], 则在4 
中 a _ 0,故 [6, a | G QCA )， 且 [ a ,6] • [6， a ] = [1,1], 于是当 [ a , 6] # [0,1] 时，其乘法逆 
元为 % a \. 从而 Q ( A ) 是一个域. 

定义一个映射/: 4 — Q (4 ),a [ a , 1]，贝!1 /是一个环的单同态(事实上 f ( a -\- b ) = 

/⑷ + / ⑼， f ( ab ) = /( a )/ ⑻； a ^ b =^ f ( a ) ^ f ( b )). 任取元素 r = [ a , 6] G Q (^4)， 我 

们有 

[6, l]x = [ a , 1], 

于是 r 是 / CA ) 中元素的“比” / ⑷ // ⑼. 由于这个原因， QCA ) 叫作环4 的分 

式域 . 
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为方便起见，我们将元素 aG A 与它的像 /( a ) = [ a ，1] G Q ( A ) 等同起来，即将 
4与 f ( A ) 等同起来.于是可以把每一个元素 [ a ，1] e Q ( A ) 换成 a e A 保留域 Q ( A ) 
中所有其他的元素不变，比如在公式 （2) 中发生如下 改变： 

a + [6, c] = [ac + 6, c ], a [6, c ] = [ab, c]. 

归根到底，整环 4 从一开始就是与 Q ( A ) 同构并能体现出 Q ( A ) 这一符号的通常意 
义的某个域的子环.经过这样的恒同之后，我们就可以合理地称元素为分式， 
并按照习惯简记作下述 形式： 

不难想到，类的运算法则与域中分式的运算法则（见第4章§3第4段中的 （8) 
式）是一致的.我们证明了 

定理 1对于任意一个整环 _ A ， 存在一个分式域 Q ( A ), 它的元素形如 a /6, a e 

A 运算由法则 （1)，(2) 给出，其中 □ 

分式域的构造在数学中经常使用.域 Q 是环 Z 的分式域 Q ( Z ) 表明，这是一个 
很自然的想法.易见，当 A 是域时， Q ( A ) ¥ A (验证这 一 * 点). 

注记可以证明，若整环4是域 P 的一个子环，且每个元素 xeP 能够写成 
比的形式 a / 卜其中元素 a e A ，0 / 6 e A ， 贝 !] P 兰 Q ( A ) . 例如 Q ( v ^) = Q ( Z [ Vd }). 

2. 有理函数域 设 P 是一个域，是 P 上的多项式环， P [ X ] 的分式域 
记作 P ( X ) (用圆括号代替方括号)，叫作变元 X 的系数在 P 中的有理函数域. 

注意到有理函数域 P ( X ) 永远包含无限多个元素，它的特征与域 P 的特征一 
致.域心(义）提供了一个特征为 p 〉 o 的无限域的例子. 

域 P ( X ) 中的每一个有理函数都可以写成（并且以多种方式写成)/匆的形式 

m A 如果不打算节省篇幅)，其中/，9是环 P [ X ] 中的多项式， g ^ O . 根据定义， 

f/g = h / 91 ^ fgi = / w . 自然地称/为有理函数/“的分子，而称分为分母.当分 
子分母同乘以同一个非零多项式或消去同一个公因式时，有理函数不变.特别地，整 
数(正，零或负） deg /- deg ^ 不依赖于非零有理函数//分写成两个多项式/和分的比 
时代表元的选择.这个数叫作有理函数的次数.变元 X 的一个有理函数称为既约分 
式，如果它的分子与分母互素.精确到 P 中元素的分子与分母的公因的乘积，任意有 
理函数可唯一地表成既约分式.事实上，用 g . c . d .(/， W 去除/和仏就得到一个既约 
分式，如果两个既约分式/“ = fi/gi ， 则 fgi = fig, 给出/ = cfi,g = cgi.ce P{M 
用§3定理4的推论). 

如果 deg (//^) = deg / - degg < 0,则（既约）分式/“叫作真分式(零多项式也 
可看作是真分式，因为我们约定 deg 0 = - oc ). 

定理2 P ( X ) 中的每一个有理函数都可以唯一地表成一个多项式与一个真分 
式的和. 



证明对有理函数/匆的分子和分母使用带余除法，给出等式/ =奴+ r ， 其 
中 degr < deg ^. 现在/“ = q + r/g 是所求的写法.如果还有其他写法//分= 

Q + r/g ( q , f,ge P [ X],degf < deg 歹)，则 



m^q~qeP[X],m 



=deg(rg - fg) -degg- degg < 0, 


故这种情况仅当 q~q = 0 Kr/g = f/g 时才有可能发生. 口 

注记 所有真分式的集合 Po ( X ) 连同 P ( X ) 中的加法和乘法运算构成一个没有 
单位元的环. 

事实上，设 hi 91, hi 92^ Po ( X ) ,因为 

deg /i/ 2 = deg/i + deg f 2 < deg gi + deg g 2 = deg^i^ 2 , 


故 

其次， 



A 士 △ = 卢 ’ 2 分 1 G p 0 (x) 

9i 92 9ig2 


因为每一项 / l 92 和/2仍的次数严格小于分母 5^2 的次数.我们在定理2前的约定 
使得0 e P 0 ( X ), 但同时1《 P 0 ( X ). □ 


到目前为止，我们总是着重于考虑环 z 和 p [ x ] 相似到什么程度.当转入 
它们的分式域时，情况发生了本质的 变化： 与 Po ( X ) 不同， Q 中的真分数不 
构成环.例如， 

2 3 19 

I _ _ 

3 5 ~ 15' 


3. 最简分式 一个真分式/匆 G P(X) 叫作 最简的， 如果 g = p'n > 1 ， 其中 

P = p ( X ) 是一个既约多项式，并且 deg / < degp . 

关于有理函数的基本定理是 

定理 3每一个真分式都可以唯一地表示成最简分式的和. 

证明设/“ e P ( X ) 是给定的真分式，不失一般性，可以认为多项式 g 是首 
一的（如果 A / 0是9的首项系数，则/“等于分式 A - V / A - 1 ^ ). 下面的讨论分成 
若干步骤. 、 

步骤 1令 g =仍仍是两个互素的首一多项式之积.则 



9192 


h , h 
-1- 


91 


92 


( 3 ) 



因为 A 和 / o 是唯一确定的，由归纳假设，/2,…， / m 也是唯一确定的. 

步骤3所有的真准素分式 a / p n 都可以唯一地表示成最简分式的和. 

事实上，根据条件 ， dega < ndegp , 欧几里得带余除法给出了一系列的等式 


a 



n—l 


+ ri , degri < (n - l ) degp ， 


n 


q2P n ~ 2 + r 2 , deg r 2 < (n - 2) degp ， 


r n -2 


Qn-iP r n - i , degr n -i < degp , 


^ n—l 


Qn ^ 


其中 deg qt < degp 对所有唯一确定的 qi ， q n 成立.我们看到 


a =⑽ 71 —1 + q2P n ~ 2 H - \~ Qn-iP + Qn, 
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右边的两个分式是真分式，并且写法是唯一的.事实上，从仍，仍互素得到 （§3 定理 
3),1 = uigi J tu 2 g2 , ui , u 2 G P [ X }. M / 去乘等式的两端，我们有 / = fuigi +/从 2 分 2 . 
如果/抑=收 1 + / i，deg /1 < deg 仍 (用仍 去除 / u 2 的带余除法)，则/ = fm + f 291 , 


其中/ 2 二/別+收 2 .用仍仍去除等式的两边，即考察以仍仍为分母的分式，我们 

得到了所需的表达式 （3), 根据构造， h /91 ^ Po ( X ) (真分式的集合)，并由第2段最 
后的注记 h !92 = fig - h/91 ^ Po ( X ). 

现在设/匆= f [/ 91 ^/ 2 / 92 是与 (3) 式同样类型的真分式 的和. 则由等式 h/gi + 


hjg 


2 


fl /91 + fU 92 得到 


(/l 


fi)92 = U 2 - h)g[ 


( A -/ 以 2 被仍整除，而仍与仍互素，所以 fi—fi 被 gi 整除•但 deg (/!-/0 < deg gi , 


故 /1 



0. 表达式 （3) 是唯 


的. 


步骤2设在真分式/匆中，对于（首一的） 分母 g 有标准分解 


9 


PTP 2 


2 


• •籲 


Kr ， 


⑷ 


其中 Pl ( x ), P 2 ( x )， … ， p m ( X ) 是 p 上两两不同的首一既约多 项式. 则存在唯一确定 
的表达式 . 



m 


9 




1= 


其中 mvT 是真分式（这个分式也叫作准素分式) 

我们的论断容易根据步骤1对 m 作归纳得到 







/2IP2 2 




1 


A 





1 


/I 分 






因而 


a 




• •參 



因为 deg Qi < degp , 分式 qi / f 是最 简的. 根据构造，它们是唯一确定的（类似于将 
整数分解为2进小数，或类似于十进小数). 

步骤 4 将1〜3的结论综合到一起，定理得证. □ 

从定理3的证明可见，如果/匆是真分式，那么由 g 的标准分解 （4) 给出最简 
分式的分母是 •■- ， Pl ; …； Kr ，；4 m _1 ， …， Pm . 

最简分式本身对于代数不是迫切需要的（即使给出环的新例子)，但在分析中地 
位 重要. 这是由域 C 和 1 R 上既约多项式的特殊形状决定的，关于这一点将在第6章 
中详细讨论. 


习 题 

1. 构造系数取自实数域 M 上单变元 X 的形式幂级数环 R [[ X ]] 的分式域 R (( X )). 根据§3 
习题6证明， M ( pO ) 中的元素形如 

= a—mX 171 + <2—m+l^ —771-1-1 + … . + CL—lX -1 
+aO + CLlX + <22^2 + • • • , Cli G M, 


其中允许出现有限多个负指数换言之， if { X ) = X - m /( X ), 其中 f ( X ) 是取自 R [[ X }] 的通常 
的幂级数. 

2. 设无限实数序列 a 0 , ai , a 2 , ••- 从某项开始是周期的 • 证明幂级数 f ( X ) = a 0 + aiX + 
Q ，2 X ^ + • • • 可以写成脱(义"）中的有理函数. 

3. 证明形如 f / p n ,n ^ 1,的最简分式及其线性组合的集合是环 P 0 ( X ) 的一个子环（见第2 
段最后的注记). 

4•令 P = Z 3 , 根据习题3,证明最简分式 


d\X b\ 


X 2 + l 



CL 2 X + &2 


( X 2 + I ) 2 


+ 


ai^bi G Z3 


组成一个环丑，带有无穷降链 


R 




RiD R2D 


• • • 


D Rn D 


• • • 


其中子环 ftv 由分式（0^ + 6)/(尤 2 + 1广，71彡#，张成. 


①这种情况下，称之为亚纯幂级数. 


译者注 • 
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多项式的根 


过去代数学研究的主要目的是求多项式的根.这一领域在现代代数学中不再占 
据主导地位，但它的重要性仍然是毋庸置疑的.事实上，许多数学问题最终都归结 
为计算某些具体多项式的根，或归结为对根的总体性质的描述.我们在这一章中仅 
涉及根的最简单的性质，但这些性质已足够显示出复数域的特殊地位. 

§1根的一般性质 

' 

1. 根和线性因子设4是一个有单位元的交换环，并且它包含在整环丑中. 
定义元素 c e 丑叫作多项式/ e 乂闻的根(或零点） ，若/⑻= 0•也称 c 是 
方程/( X ) = 0 的根. 

我们必需考察真包含有4的环，理由很清楚，例如回忆多项式 f(X) = X 2 + 1 
在 M 中没有根，但在 C = R [ i ] 中有根.不过我们首先考察 R = A 的情况. 

定理 1( 贝祖 （ Bezmit ) 定理） 元素 ce A 是多项式 /G A [ X ] 的根，当且仅当 
X — c 在环 A [ X ] 中整除 /. 

证明这个定理是我们以前证明过的一个一般论断的特例.由带余除法（第5章 

§2定理 5) 可见， f(X) = (X- c)q(X) + r(X), 其中 deg r(X) < deg(X — c ) = 1 •于 

是 r(X) 是常数.用 c 代替 X ( 即运用第5章§2定理2的映射 77 c )， 得到 /( c ) = r *， 
于是 


f(X) = (X - c)q(X) + /(c) ⑴ 

特别地， /(c) =0 分 f(X) = (X-c)q(X). □ 

用线性多项式 X - c 去除一个系数在整环 4 中的多项式 /(X) 用 霍 纳方法 (或 
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综合除法）比较方便，它比带余除法 简单. 设 


/( 尤 ） = clqX 71 + a \ X n 1 + • • • + a n ， ％ 6 * A . 


根据公式 （1) 


q { X ) = boX ^ 1 + hX n ~ 2 + … + 6 n _ l5 


bj G - A . 


现在将⑴中的 /( X ) 和 q ( X ) 换成上述表达式，比较 X 的相同方幂的系数(从 
首项开始),稍作调整得到 


⑺ 


bo 


OLQ 


• « 


b k 




石 fc — l c + 




bn— 


bn~2C + a n -i /(c) = 6 n —ic + a n 


结果我们也算出了 / 在 X = C 时的值，建立在综合除法上的递推公式 （2) 在实际计 
算中使用方 便. 

从定理1的观点来看，自然引出了下述更一般的 

定义元素 c € A 叫作多项式/ € A [ X ] 的 A 重根(或 A 重零点),若/被 (X-c) k 
整除，但不被 （X - c )^ 1 整除.1重根叫作单根(相应地 A = 2和 A = 3时分别叫 

作二重根和三重根). 

于是 c e A 是多项式/ € 的 A 重根，当且仅当 f(X) = (X- c) k g(X), 其 
中 g . c . d.(X - c,g(X)) = 1. 根据公式 （1), 后一条件亦可表示成不等式 〆 c ) 笋0•其 

次，注意到第5章§ 2 定理 l ， deg / = k -\- deg 仏从而& < deg /• 

我们有下述重要的 

定理2设 A 是整环，/笋0是 A [ X ] 中的多项式 ， Cl ，…， c r € A 分别是/的 
ki , …， k r 重根. 

则 

/⑷=(X - c 产 …(X L )， 

g(X) G A[X], g(a) ^ 0, i = 


特别地，多项式/ € A [ X ] 的按照重数计算的根的个数不超过/的次数. 


fei + • • • + Av < deg /• (3) 

证明如果最开始给出的环4不是一个域，我们只要引入分式域 Q ( A ), 并利用在 
^ Q ( A )[ X ] 中的唯一因子分解性即可(在给定的情况下，素因子是 x - ci ，•… , X - c r , 
见第5章§3和§4的结果).但是没有必要用如此强有力的工具.我们给出一个直接 
的证明. 

对 r 作归纳，证明/可以被 （X - d )^.-.( X - c r ) k ^ 整除，然后由 deg / = 
(h + • • • + Av ) + deg g 推出不等式 （3). 当 r = 1时，结论是显 然的. 设我们已经有 


f ( X ) = ( X - Cl ) fc i …（X — Cr -^ hiX ). 
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下面将给出所谓“插值”问题的精确描述.设 b 0 M …， b n 是域 P 的任意元素， 
而 c 0 , ci -.. , c n 是域 P 中两两不同的元素.我们要找出一个次数< n 的多项式 
/ e P [ X ], 使得 f ( a ) = = 0,1，…， n . 根据定理2的推论，问题如果有解，则解 

是唯一的.但正如下述拉格朗日插值公式所指出的，满足给定性质的多项式/ 7 lc 
® 存在： 


n 


f { X ) 






Co) 


• • 


(X — i)(X — Ci+i) • • • (X — c n ) 


2=0 


Co) ••- (Ci — Ci-i)(Ci — Ci + i) • • • (Ci — C n ) 



事实上，解的存在唯一性也可以从下述线性方程组得到: 


a 0 CQ +aiCg 


-i 


+ 


+ CL 


n 


bo 


⑷ 


a 0 C n + a l c n 1 + ••• + a n = 

其中未知数勿， a l5 -.- , a n 是所求多项式 / 的系数.这个方程组的行列式是范德蒙 
行列式，它不等于零，故叫可由克拉默公式求出.但公式 （4) 更方便些，它既简单 
又容易记忆.有时牛顿插值公式 

f ( X ) = 乜 0 + ux(X — c 0 ) + …+ u n (X - c 0 )(X — ci) …(X — c n _ i ) (5) 

有一些优越性，其中系数 u 0 , Ul ,...， u n 可以依次代入值 X = co，X = Cl ，…，X = 
Cn-1 后确定.插值公式 (4),(5) 在实际应用中用来计算以及函数 r M — R 的作图， 
这个函数由表格给出或从实验得到.如果人们不管用什么办法知道了函数^在实直 
线 M 的一个区间 J 上 “ 足够地好”，那么就力求用 “ 光滑”函数，比如多项式去近似 
地表示4见图 24). 这时，利用区间 J 内的点 c 0 ， Cl ，…，〜和已知值 = ~ 作为 
插值点. 



数学的某些领域就用于探讨插值点以及近似函数选取的精细 问题. 应该指出，插 
值法在超越数理论的发展中意义重大（代数数和超越数的定义见第5章§2)，所以， 
插值问题引起了函数论，数论和代数的综合兴趣. 
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最后我们指出，每一个既约分式/“ e P (2( 见第5章 §4) 和每一个含有无限 
多个元素的扩域 FDP 对应于一个分式函数 F u/g) ^ F , 它的定义域 F {f/g) 
是从 F 中去掉有限个 g ， 即多项式 g 在 F 中的零点得 到的. 可以证明，在所给的 
条件下，映射是 一一 对应的.我们不要求这一论证.直观上它很清楚. 
虽然有 一一 对应关系，但是在分式函数和既约分式之间存在着明显的区别.分式函 
数 t ^ 1/ t 在点^ = 0处没有定义，可是既约分式 | 的确定性问题一般不会出现. 

3. 多项式环的微分法如果把多项式看作函数，可以自然地给出下述定义.设 

二 clqX 71 + a \ X n 1 + • • • + a n —\X + a n 

是域 P 上的 n 次多项式.多项式 

— TiaoX n ~^ + (n — l)ai^ n— 2 + •. • + d n —i (6) 

叫作 /( X ) 的导数.如果 P = R 是实数域，而/是由/确定的多项式函数，则 （6) 
式定义的导数与通常用下述极限 


lim 

△ x — 0 


/(^ + Ax ) - f ( x ) 

Ax 


定义的导数是一 致的. 对任意域 p , 当多项式函数的连续性失去意义的情况下(例如 
什么是中的收敛序列 ？ ）， 需要根据形式定义 （6) 引出 导数. 

微积分中熟知的关系式仍然成立： 


(af + /3 gY = af ^ fy f , a ,(3 e P , (7) 


(fg) f = fg + /^. ( 8 ) 

(7) 式可以从 （6) 式以及多项式和的定义直接得到.利用 （7) 式和多项式乘积的定 
义，对⑻式的检验可归结为 f = X\g = X l 的 情况： 

(X k+l y = (k-i- ^X ^ 1 - 1 = (k X^X 1 + x k (l X 1 - 1 ) 

=(x k yx l ^-x k (x l y. 

作为 （8) 式的推广，对 A 作归纳易证下述公式 

k 

(/ l /2 - - - fkY = ^2 /l • • • • • • fk. (9) 


特别地 
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现在我们试图将关系式⑺， (8) 用映射的术语 备卜 f 重新写过，叫 

作微分算子).先来考察任意环丑上满足下述性质的映射 — 

D(u + = Du + Dv , (7 f ) 


D ( uv ) = ( Du)v + u { Dv ). 


( 8 ，) 


D 被称为导子，对研究环丑非常有效，而它们的集合 Der (丑） 成为一个有趣的数学 
对象，它是在一个宽广的数学领域（李群和李代数）中引入的. 

(80 的推广是莱布尼茨公式 

D m ( uv ) = D m ~ k v , (8") 


可以通过对 m > 1作归纳证明（如果对（8〃）应用 A 利用 （80 和关系式 



就得到了 m + 1 时的公式 （8〃)). 


当丑= P [ X ] 时，从关系式 (70, (8 ; )及法则 



D ( Xf ) = XDf , AGP , 

直接推出 

Df ( X ) = f ( X ) DX . 

于是多项式环 P [ X ] 的任意导子由给定的多项式唯一确定.当 = 1 
时，我们得到了一般的微分算子 

4. 重因式用 f ^\ X ) 表示对 f ( X ) 微分 m 次得到的结果.显然， 

f ( X ) = a 0 X n ^ aiX 71 - 1 + ••• + 〜# /⑻( X ) = n ! a 。，/( n +1 )( X ) = 0. 

如果 P 是一个特征零的域，则 


deg f = deg / - 1. 

但是对于有限特征 P 的域，此事不真，因为 

\x kp y = k P x ^- 1 = o. 

尽管如此，在一般情况下，通过考察多项式的导数，还是可以得到多项式的某 
些 信息. 如果我们用 （X - c ) 2 去除任意多项式/ e P [ X ], 其中 C e F，F ID P 是一个 
扩域，然后将（线性）余式写成 （ X - 咖 + r 的形式，其中 s，re F ， 我们得到 

f = (X — eft + (X - c)s + r ， f = (X — c)[2t + (X — c)t f ] + 5. 
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以值 X = c 代入此二式，得到 r = /( c ), s = /’( c ), 于是 

f ( X ) = ( X - c ) H { X ) + ( X - c )/( c ) + /( c ). 

这就证明了 

定理 4 设 P 是任意域， F 是 P 的任意扩域.多项式有重根 ceF , 

当且仅当 /( C ) = //( c ) =0. □ 

例1 在任意特征 p 的域中，若 n 不被 p 整除，则多项式 X 71 - 1只有单根. 
因为导数 nX — 1 的根不可能是 - 1的根. 

下面假设 P 是特征为零的域，不失一般性， P 可以看作 Q , M 或 C 之中的任意 
一 个域.设多项式 

f ( X ) = A Pl ( X) fcl _ _ . Pi ( X ) k 、• ^ Pr ( X ) k ^ XeP , (10) 

上述分解式中的首一既约多项式 Pi ( X ) 叫作/的& 重因式 (类似于&重根).前面已 
经指出，得到分解式 （10) 在实践上是非常困难的.我们将简述一种基于导数概念的 
方法，它可以判断出 f ( X ) 在域 P (或其扩域）上是否包含有重因式. 

定理 5 设 ppO 是多项式 / G P [ X ] 的重既约因式 ( k ^ l , deg p ( X ) ^ 1). 

则 p ( X ) 是导数 f ( X ) 的以一 1) 重因式.特别地，当 & = 1 时，尸不被 P ( X ) 

整除. 

证明 根据条件/⑷⑷，其中 g . c . d .( p ( X ),^( X )) = 1 ,即 9 ⑷不能 
被 KX ) 整除.应用⑻和⑼式中的法则， 

f ( X )= p ( X ) k - 1 [ kp f ( X ) g ( X ) ^ p ( X ) g \ X )}. 

只要证明方括号中的多项式不能被 p ( X ) 整除即可.否则， p ( X ) 整除多项式 
kp t { X ) g { X \ 但这是不可能的（见第5章§3,定理3和4的推论)，因为 g ( X ) 不被 

p { X ) 整除，而 deg k p ^ X ) < deg p ( X ). □ 

注意，在定理 5 的证明过程中，实质上运用了 p ( X ) 的既约性和 charP = 0的 

条件. 

推论1设多项式 / P 0 的系数取自特征为零的域 P . 则下述两个条件 等价： 

i ) / 在某个扩域 F D P 中有重根 c ; 

ii ) /⑴⑷= 0, 0彡 j - 1，但 / ⑻ ( c ) # 0. 

证明 充分性：对线性因子 = 应用定理5 &次； 必 要性： 取 P 的一 

个 包含有 c 的扩域 □ 

推论 2 如果次数> 1 的多项式/ e P [ X ] 有分解式 （10), 则 /及其导 数尸的 
最大公因式有分解式 


g.c.d.(/，/’） = Pr(X )^- 1 


( 11 ) 
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(其中 g . c . d . 总是取首一多项 式). 

证明 根据定理5,多项式 f { X ) 的单因子 Pi ( X ) 进入 f ( X ) 的分解式时指数为 
U 见分解式 （10)), 即 

f ( X ) = p 1 ( X ) k ^ 1 p 2 ( X ) k -- 1 -- pAX )^- 1 . u ( X ), 

其中 g . c . d 如 , Pi ) = 1, 1 < i < r (约定 Pi ( X )° = 1). 所以根据整除性判别法（见第5 
章§3第2段)， g . c . d .(/,/0 可用公式 （11) 计算. □ 

利用计算 g . c . d .(/, f ) 的公式 （11), 我们得到了一种方法，可以去掉 f ( X ) 分解 
式中的重因式.考虑多项式 

A 

仍⑷副 …办 ( x )， 

g ( X ) 包含有 f ( X ) 的全部单因式，但重数为 1. 重要的是，多项式 g ( X ) 可以通过欧 
几里得算法求出，而不必实际知道/和 f 的分解式. 

例 2多项式 f ( X ) = X 5 - 3 X 4 + 2 X 3 + 2 X 2 -3 X + 1 及其导数 f ( X ) = hX A - 
12 X 3 + 6 X 2 + 4 X -3 的最大公因式为首一多项式 X s -3 X 2 + 3 X -1 = ( X - I ) 3 .“无 
平方因式”的多项式 g ( X ) 二 f { X )/{ X-lf = X 2 -l = { X - 1 )(X + 1) 有两个根： 

士 1. 于是， f ( X ) = ( X - 1 ) 4 (X + 1) 有4重根 +1 和单根 -1. 

5. 韦达公式 我们已经看到了一个良好的符号系统对线性方程组理论发展所 
起的作用，特别是引出了行列式.这是18世纪和19世纪初数学家们的 功绩. 但是 
更早一些，当代数还被当作“解方程”时，由韦达和笛卡儿完善化的代数符号已经进 
入到多项式和代数方程的理论.他们摆脱掩盖了一般规律的数字系数方程，果断地 
转移到字母系数方程.新的写法往往引出了新的结果.笛卡儿完成了代数对几何的 
革命性的应用.在本段中，我们将给出他的前辈韦达的一些更朴素的成果. 

设 n 次首一多项式/ e P [ X ] 在 P 中或 P 的某个扩域中有 n 个根 Cl , c 2 …，‘ 

容许有重根.根据定理2,我们有分解式 


/( X ) = ( X - ci )( X - c 2 )...( X - c n ). 

将 f ( X ) 写成 X 方幂的一般 形式： 

f ( X ) = X n + aiX 71 - 1 + • • • + a k X n ~ k + • • • + a n , 

〆 

将分解式中的所有一次二项式 X - Ci 相乘，合并同类项.于是得到了系数 a 1? ..., a n 
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通过根 ci , …， c n 的表达式： 

ai = — (ci + C2 + …+ c n ), 


a k = c ii c i 2 (12) 

ii <A2 〈… <ik 


a n = ( —l) n C1C2 ••• c n . 

(12) 式称为 韦达公式. 

如果多项式 / 不是首一的，即首项系数知# 1,则韦达公式给出了比值 ajao 
的表达式，与公式 （12) 类似. 

韦达公式清楚地建立了任意多项式根与系数之间的关系，它的美妙之处在于， 
等式右边在根 Cl ，…， c n 的任何置换下都不 改变. 这就给我们一个理由，去引入对 
称函数的概念，类似于行列式使我们引入了斜对称函数的概念. 

根据第1章§8第4段的定义，对称群6^的元素 7 T 在 n 变元函数 /( xi , ••- , x n ) 
的作用由下述法则给出 


(7T ◦ ， • . . ， X n ) = / (^7r(l) ，’ • . ， ^7r(n))* 

函数/叫作 对称的 ，若 w = / 对任意 7 reS n 成立.如下定义的 初等对称函 
数 Sfc 是对称函数的一个 例子： 

，… .， x n ) = ^2 XhXk—Xh (13) 

利用初等对称函数可以将公式 （12) 改写成下述 形式： 

a k — (~l) fc Sfc(ci, • • • , c n ), k = 1,2, ••- , n (12 / ) 

所以精确到符号，多项式/的系数％是函数％在多项式/的根集上的值.注意到 
一个事实，根据定义， flfc e P , 但根 Cl, ••- ,c n 一 般来说位于某个扩域 F D P 中. 

我们现在不涉及 F 的存在性问题.但有时多项式到线性因式的分解是某些域 P 性 
质的直接推论. 

例 3考察有限域 F p 上的多项式 X ^- 1 - 1( 见第4章§4第6段).我们知道对 
所有的 x G = 1,即所有的非零元素都是多项式 V 1 - 1的根.于是我们 

有分解式 

X ^- 1 -l = (x- 1)(X - 2 )...(X-(p-l)) (14) 

在这里我们假设读者已经掌握了域 F p , 可以不困难地区分 1 , 2 ,... , p-l 是作为通 
常 Z 中的整数，还 是域] F p 2 Z/pZ 的元素（代表剩余类根据 （120 和 （14), 当 




p 〉2 时，我们得到 
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Sfc ( l , 2,… ，p - 1) 三 O ( modp ), k = l , 2 ,…， p - 2, 
s p _ i ( l , 2, …, p - 1) 三 - l ( modp ). 

后一个关系式的下述形式 


(p — 1)! + 1 三 O ( modp ) (15) 

叫作 威尔逊定理, 这一公式是判定一个整数 P 是否为素数的充分必要条件.事实上， 

我们已经证明了 （15) 式对素数 p 成立. 另一方面，若 p = p lP2 =>( P - l )!= Pl t => 

(p — 1)! -h 1 ^ O ( modpi ) => (p — 1)! -h 1 ^ O ( modp ). 

习 题 

1 . p 元域上的多项式函数环是整环吗？ 

2. 设 P 是无限域，/是，…， Xn ] 中的非零多项式.基于定理3并对 n 作归纳证明， 
存在 ai , ••- , a n G P , 使得 /( ai ，•.. , a n ) / 0. 这就给出了 P [ Xi , - - - , X n ] 与域 P 上 n 变元多 
项式函数环的同构. 

3 . 每个变元的次数皆小于 p 的非零多项式 feZ p [ X lr ^ ， X n ] 具有习题 2 所述的性质：存. 
在 ai , •..， a n G P , 使 /( ai ,... , a n ) / 0. 证明任意多项式/ G Z p [ Xi , - - - , X n ] 可表示为形式 


n 


f ( x lr 


• • 


, x n ) 


5> 仙 ,… ， x n )(xn)+m.. ,x n ), 


1 


其中 r 是一个 约化 多项式 （ deg Xi r ^ P - i,i 


1 , 2 , 


n ), 它的全次数 deg /* ^ deg / •由 


此断定，从多项式环 Z p [ X lr -- ， X n ] 到 Z p 上的 n 变元多项式函数环的映射 f^f = r 是一 

个满射，其核为 L = f ： - Xi ) Z p [ X lr -- ， X n ]. 

i=l 


4. 定理 (谢瓦莱）设 , X n ) 是域 Z p 上的 r 次齐次多项式 （r < n ). 证明方程 
/(&，… ， X n ) = 0至少有一个非平凡解 • 

提示：因为/是齐次的，显然有 /((),••• ，0) = 0. 用反证法假设 （ cn ， •… , a n ) / 0 ^ 
f ( a u … , a n ) / 0. 根据习题3和费马小定理， g % ，… , X n ) = 1 — f ( X u …. ， X n ) p 一 1 的简 
约多项式为 〆 (&，•.. ， Xn ) = ( i - xr 1 )...( i - xr 1 ). 但是 


deg 分 = (p _ 1) deg / = (p - l)r < (p - l)n = deg ^* . 

得到矛盾，定理得证. 

对论述稍加修改，证明更一般的结论：方程 / PGl ，... ，^: n ) =0的解的个数可以被 P 整除， 
(用两种方法计算和式 E g ( X lr ^ , X n )). 

工 1 ， … 9 x n GZp 

5 .设 /( xi , •• - , x n ) 是整系数二次型.用同余的语言叙述谢瓦莱定理（见习题4)，可以断定 
当 n 彡3时，同余式 

/( 工 1 ，… , x n ) = 0( modp ) 

有非零解.验证同余式： c 2 — 2 y 2 三 0( mod 5) 只有平凡解，因而条件 r < n 是本质的. 
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6. 若/是域 P 上的既约多项式，且 charP = 0,证明 g . c . d .(/，/) = 1，其中/是/的 

导数. 

7. 证明若 f ( X ) 是特征为零的域上的多项式，则 f = 0 4 /是常数.若 f ( X ) 是特征 p 〉0 
的 域上的多项式，则 f = 0^ f ( X ) = g ( X p ) (其中分是另外的某个多项式). 

8. 从第3段可知，多项式环 P [ X ] 的每一个导子形如 

T u z f uf , u e P[x]. 


证明下述论断： 

i ) 常数集（从而在导子运算下取零值）是 P [ X ] 的子环； 

ii ) 两个导子的乘积 T U T V 一般来说不是导子，但如果 charP = p > 0,则方幂 （ T w ) p 是一个 
导子； 

iii ) 换位子 pm ] = T U T V — T V T U 是一个形如的导子，其中扣=肌/ — t /幻. 

9•在 n 变元多项式环 , X n ] 中可自然地引入对第 A : 个变元的 偏导子 

士於…々…尤处…々- 1 …尤' 

i ) 证明当 charP = 0时，关于为常数，即在|下取零值的多项式的集合是 n - 1个 

Oy^k 

变元的多项式环 P [ X lr ^ , X k r - ，义 n ]. 

ii ) 设 /( Xi ，... , X n ) 是一个 m 次齐次多项式，证明 欧拉恒等式 

史為盖 =m . /(Xl ， …， Xn) . 

k=l 

反之，若 charP = 0,则满足欧拉恒等式的多项式是 m 次齐次多项式 ， m = 1，2,3, .... 

10. 证明多项式 

+ d \ X n 1 + • • • + a n G Z2 [ X ] 

没有线性因子，当且仅当 

a n (l + Ea ^) ^ 0. 

当 n 彡3时， Z 2 上的全部既约多项 式为： 

X,X + 1 , X 2 +X + 1 , X 3 + X + 1 , X 3 + X 2 + 1 . 


写出 Z 2 上所有的 4 次和 5 次既约多项式（其个数分别为3和 6). 

11. 根据同余式 


X 5 - X - 1 = ( X 3 + X 2 + 1)( X 2 + X + l )( mod 2)， 

從明多项式 X 5 — X — 1在 Q 上的既约性. 

提示：利用高斯引理的推论（第5章 §3) 和习题10,以及 Z 2 [ X ] 的因子分解唯一性. 

类似地，通过模3同余证明多项式 X 5 - X — 1在 Q 上的不可分解性（这样做更为简单). 
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§2对称多项式 

1. 对称多项式环 我们在上节的末尾定义了对称函数现在准备在整环4上的 
多项式环 ••• , X n ] 中定义类似的概念.§1的定理3及其到多变元多项式和多 
变元函数的推广使我们可以将多项式环看作函数环的一个子环，似乎重新定义是多 
余的. 但注意到在该定理中要求 A 的元素是无限的，而我们希望给出一个一般性的 
结构. 


(7T O /)(&，••• , X n ) = /(A ⑴，… 

多项式/叫作 对称的, 若对所有的 7 reS n ,7 rof = f . 和函数的情况一样，引入初等 
对称多项式 Sfc : 


Sfc (^ i , * * * , X n ) = Xi x Xi 2 - - - Xi k , 

& = 1，2,…， n . 

严格地说，考察系数在…，忍]上以 r 为新变量的多 项式： 

f ( Y ) = ( Y ~ X ^ Y - X 2 ).-.( F - X n ) 

= Y n - siF 71 - 1 -h s 2 Y n ~ 2 + ••• + (- l ) n s n , 

我们注意到，是对称多项式，恒等式 （2) 的左边在线性因子 , F - X n 
的任意置换下不变. 

注意到当我们在恒等式 （2) 的两端将 X n 换成0时，得到 
(n) … (Y - X n _!)X = r - (si)oF 71 - 1 + … • + (-lrUoy, 

其中 ( sfc ) o 是在％中取忍= 0得到的 结果. 消去两端的 n 将第4章§3的定理1 
应用于环 A %, …， X n ， r ]) 得到恒等式 

( F - X 1 )( F - X 2 )...( F - X n _ 1 ) 

= W 1 — ( si ) 0 F n - 2 + …+ (- irUo . 

比较 （2) 和（3)，我们断言 （ si ) o , …， ( s n _ i ) o 是 （n — 1) 个变元 Xi ， …， X n - i 的初等 
对称多项式. 

由于开：/ H 7 TO / 是多项式环 A [ X 1? • • • , Xn ] 的自同构，任意对称多项式及其乘 
积的线性组合仍然是对称多项式.这就表明， 全体对称多项式构成的环是，…， 
Xn ] 的子环. 我们的下一个目标是搞清楚这个子环的结构. 

2. 对称多项式基本定理 下面指出得到对称多项式的一个最一般的方法.任 
取多项式0 G A [ Yi , • • • , 1^], 并将 ••- , Y n 分别换成 si , ••- , s n . 所得多项式当然是 
对称多项式. 


( 1 ) 


( 2 ) 
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我们指出，在9中出现的单项式 F/ 1 • 用 u = s k ( x u ... ,x n ) 替换后成为 

* * * ? 的齐次多项式，次数为 《1 + 2 ^ 2 +. • •+几 in , 因为 degsjt = &. ^ 1 + 2 ^ 2 +* • •- \- ni n 
叫作单项式的权•多项式 〆 巧,….，匕）的权自然地定义为在 g 中出现的 
全部单项式的最大权. 

关于对称多项式的基本论断是 

定理1设 /G 4[又 15 ... , X n ] 是整环 A 上全次数为 m 的对称多 项式. 则存在 
唯一的权为 m 的多项式 geA [ Y lr -- , F n ], 使得 

… , X n ) = g(Si ，…, s n ). 

并且多项式 9 的系数是/系数的整线性组合. 

证明我们曾经指出（第5章， §2), 任意多项式 / = /(& ，…， X n ) 可以写成不 

# 

同次数的齐次型 /m 的和： / = /0 + A+ ••• + /&• 显然，这种写法是唯一的.现在如 
果/是对称多项式，则型 /m 也是对称的，因为 7T。/ = 。 /m, 而开： /m H 7T 0 /m 

在 m 次 型“ 上的作用是不变的.于是，不失一般性，我们可以假定对称多项式/ 
是齐次的.下述论证分成若干部分. 

1. 我们首先约定对/中的单项式进行字典排列（按构造字典的原则排列)，即单 

项式以= aX ^ X ^ 2 … Xk 先于单项式 U = bX ^ Xi 2 … Xt (或大于单项式 V ： u > v ), 
若序列 il - jl , l 2 - j 2, …， in - jn 形如 (),••• ， 0, V • • , 其中 t > 0. t 的右边可以出 
现负差 k 一 ji . 按照字典序出现在第一个位置的单项叫作/的首项,记作 FT (first 

term ) . 

弓 I 理1 乘积 hm 中的首项是因子 n …，心的首项的乘积. 

事实上，当 n = 1时，结论显然，如果 

h = h{X\ ， X2, … ^X n ) = 分 0( 又 2,… ，又 + 分 1( 又 2,…, X n )Xi _1 + • • •. 

则 FT(/i) = XI • FT(^o), 现在取每个因子 、按 X 方幂的展开式，并注意系数 

V 

，忍） 是怎样得到的，对 n 作归纳，得到所需的结论 FT(/i) = [jFT(/^).a 

i=l 

2. 单项式 r = aX ^ X ^ 2 称为单调的， 若 h 彡 i 2 彡…彡 i n . 

引理2对称多项式的最高次项永远是单调的. 

事实上，设 FT (/) = u = aX ^ X^-^Xir . 假设对某个 k < n - 1, 有 i k < 
4+1- 在以= aXj 1 • • • . xh . Xt 中置换 A 和 X fc+ i, 得到单项式 Y = 

, 由于 / 是对称的， Y 在/ 中. 但显然 Y 〉％因为 
^1, ••- h 在 u 和 Y 中的指数相等， 而&在 Y 中的指数大于 在 u 中的指 

数.得到矛盾，引理得证. 口 

3. 多项式 g ( V lr -, Vn ) 的存 在性. 设以二^勾 1 右 = FT (/). 根据引理 
2,4 ^ h+u l ^ k ^ n -1 . 因而我们可以考察对称多项式 
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/(1)(又1，... , X n ) = f(Xi ，… , X n ) - asi 1_ Z 2 S 2 2_ Z 3 …心， 

对应的单项式 Y 2 i 2 ~ i 3 -- Y ^ 有权⑷ — i 2 ) + 2(i 2 - i 3 ) + • •. + ( n - 1)(^，!- 
^n) + ^in = 《1 + 《2 + • • • +《n = deg /. 因为初等对称多项式 Si, S2, ••- , S n 的最高次项 
为 A, &&，••• … X n , 故由引理 1 ，在 asr^s^-' 3 • • •< 中的最高次项是 

aXi 1 -' 2 ( X 1 X 2 )' 2 -' 3 ••- ( X ^ 2 • •• X n _ 1 )^^-^( X 1 X 2 . .- X n )^ 

= aXX ^' 

即以 = FT (/). 于是以在/⑴中被消去，所以 FT (/) > FT (/ (1) ). 还要指出，多项式 

/( I )的系数形如 c - 其中 c , a 是多项式/的系数， qeZ . 

设 u = feXfXf "却= FT (/ (1) ), b e A . 再次由引理2知么 > j 2 > … > j n , 
并根据前述论证，对称多项式 

/ ( 2)(^1, ••- ,x n ) = f { 1 ) (x u •••,&)- W 1 — 2 皆 - J3 •..☆ 

满足条件 FT (/ (1) ) > FT (/ (2) ). 此外，多项式 / ⑺的系数形如 Cl - 其中奶 G Z , 
而 q ， 6是多项式/ ⑴ 的系数. 

重复这一过程，我们得到一系列齐次对称多项式 

f ( k ) = f ~ as ^~ 12 … - b ^~ 32 ... si 71 - 

满足次数 deg / ⑻ =deg /, 使得 

FT ⑺〉 FT (/ ⑴）〉 FT (/ (2) ) > …〉 FT (/ ⑻）> ⑷ 

并且 / W 的系数是多项式/系数的 Z 线性组合.因为给定次数的单项式只有有限 
个，（何况它们还是单调的)，不等式序列 （4) 必须中止，（即对于某个正整数 k , f (k) = 
0); 我们得到了所需的结论 /( Xi , …， X n ) = ^( si , ••- , s n ), 其中 g ( Yir - ,^ n )= 

… + bYl 1 ~ h Yi 2 - h .. U - + ••• • 

4. 唯一性如果存在两个不同的表达式 / = gi ( Si , S2 , … ， s n ) = 92 ( Si , S2 , …， 
Sn ), 我们得到一个非零多项式 g ( Y lr - , Y n ) = 9 l ( Y lr ^ , Y n )- g 2 ( Y lr - , F n ), 权 

为 deg /, 且 g ( s u .•.,、）= (),如果 aY ^ …是分中的一个单项式，我们看 
到 FT(asf • • . st ) = … （A . - X n ) k - = aX ^ 1+ k 2+ - + kn X^ 2+ - +kn • • • 

Xt . 因此显然，不同的首项对应于 9 中不同的单项式.它们当中有一个是最大的， 
即 FT (^( Sl ,... , s n ))^0, 与假设 矛盾. 口 

关于唯一性的论断意味着 Sl , • • • , s n 在 A 上是代数无关的，而环 A [ si , ••• , Sn ] 
与 A [ Xl ， …， Xn ] 同构（尽 管不目 而喻， ^4[ si ( Xi , - - -， X n ) , …, S n ( Xi , - - - , X n )] 是 

…， Xnl 中的真子 集). 顺便指出当 A = Z 时，多项式/和分的系数是整数. 
从定理1还导出一个有用的推论. 
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推论设 f ( X ) = X n + + • • • + a n _iX + 是域 P 上的单变元首一 n 

次多项式，在某一扩域上有 n 个根 Cl ,... , C n . 另一方面设 ， X n ) 是 
p [ x 1? ... , X n ] 的任意对称多 项式. 

则用 q 替换不, i = , n ， 所得的值 , c n ) 在域 P 中. 

证明 事实上，根据对称多项式基本定理，可以找到多项式 g ( Y lr - , Y n ) e 
P[Yir - 使得 

九 [ 义 1 ， • • . ， Xn] = ^(si(Xi, • • • , X n ), . . . ， S n (Xi ，…， X n )). 

所以，…， c n ) = Wsjq ，… ， c n ), … ， s n ( d , … ， c n )), 根据 §1 的韦达公式 （12), 

s fc(ci，• •. ， c n ) = (-l) k ak G P ，故 分 (—ai ， ... ， (—l) n a n ) G P. 口 

3. 待定系数法 对称多项式基本定理的证明有多种不同的方法，相应地，将给 
定的对称多项式用初等对称多项式表示出来也有多种不同的方法.为了叙述一种最 
常用的方法，我们引入一类新的对称多项式.为确定起见，我们将整环 A 取作环 Z 
或域 R . 设 r … X & 是一个单项式.用 S ( v ) 记从〃经过变元的置换得到 

的所有不同的单项式的和.例如 

Sfcd .. 人） H . Xfc ) 


是第&个初等对称多项式. 

Pk (X! ,… . 人 )= S(X^) = 对 + 右 + …+ 4 (5) 

叫作 第&个 幂和. 显然，所有的都是齐次对称多项式（亦称为 单演的), 其全次 
数与 P 的次数相同.因为= S ( aov ) 对任意 aeS n 成立，我们自然仅需对单调 
的单项式〃考虑 S ( v ). 显而易见， A 上的任意对称多项式/是系数取自 A 的3(幻 
型多项式的线性 组合： 

/ = ^2 a v S ( v ). 

通常这样的表达方式一眼就可以看出来.于是问题转化为找出通过初等对称 
多项式的表达式. 

每一个单调的单项式〃 = ••• Xb 对应于一个对称多项式 

9v= 9v(X lr •. , Xn) =… 4' (6) 

它的首项就是〃.按照定理1证明中的格式，我们详细给出通过初等对称多项式表 
达 S ( v ) 的下述方法.设 degv = m . 取整数 m 的一切单调划分 

讯 = jl + J2 + ... + Jn ， il ^ ^ ^ jn ^ 0, 


使得切= XfXf …处 < v . 考察所有的单项式切的 集合礼 • 任取切 G M v ， 建立 
单项式如(见⑹ 式). 我们已经知道 

= 9 v 〉: 几 w 9 w ， ⑺ 

w ^ M v 
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此处 I 是某个整数•在 （7) 式中用适当的整数，通常是0和1,代入 Xi ,--. , X n , 可 
以依次求出待定的系数(这就是待定系数法名称的由来).％,如和巧 y 在这些整 
数下的值是已知的，我们得到了关于~的一个相容的线性方程组. 

例 1 r = P 3 (Xi, … ，又 n), n^3,g v = sf, 


M v 

xlx 2 

X!X 2 X 3 

9 w 

S1S2 

S 3 


这时，方程⑺形如 

P3 = sf -h asis 2 + bs 3 . 

如果 Xi = 又 2 = 1, 当 i 〉 2 时 = 0, 则 p 3 = 2,si = 2,s 2 = l , s 3 = 0 . 

如果 Xi = 义 2 = 义 3 = 1 ，当 i 〉 3 时 = 0, 则 P 3 = 3, Si = 3, S 2 = 3, S 3 = 1. 从方程 
组 

2 = 2^ + a . 2.1 -(- 6 • 0, 

3 =3 3 + a .3.3 + 6.1 

解得 a = — 3 , 6 = 3, 即 P3 = sf — 3 sis 2 + 3 s 3. 

为了将幂和 Pk ( X lr - , X n ) 表成 Sl , S2 ，…， Sri 的多项式，我们有下述递推公 
式，称之为牛顿 公式： 

Pit - Pifc-iSi + …+ (- l ) fc _ 1 piSjfc_i -h (~ l ) k ks k = 0, ( 8 ) 


若 1 < k < n ; 

Pfc — Pfc —1^1 + •.. + ( — 1) Pfc — n + lSn —1 4" ( — l ) n Pfc—nSn = 0， （9) 

若 k > n . 

为了证明这些公式，可在公式 （3) 中令 F =不,得到 

xr - si ^- 1 + …+ + (― i 广 Sri = o . 

m x ^ n 乘以上式 ax 有 

x t k - sixf- 1 +... + (-ir_K n+1 + (-l) n Sn X z k ~ n = 0, 

然后对 i 从 1 到 n 求和，我们就得到了公式 (9 )^n k = n 时的公式 ⑻ (po = :^ +…十 
= n )' 进一步考察次数 k ^71 的齐次对称多项式 /fc，n (或& = - OC, 若 /fc，n = 0): 

fk,n(Xi，... , X n ) = Pk — Pfc-lSl + ... + (—l) fc_1 piSfc_i + ( — l) k kSk- 

我们对 r = n - k 作归纳，证明 / fc ， n 恒等于 0 .当 r = 0 时已证.现在设 = 0,并 
注意到这时得到的对称多项式 ( s ,) o , ( Pz ) o 与定义在 ( n -1) 个变元 Xi ,--. , X n _ i 上 
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的多项式〜和队重合（见 （3) 和⑸)，我们有等式 

fk ， n [ Xi ， …， X n - i , 0) 

— (Pk)o - (P ； c-l)0(Sl)0 + …+ (-1 产 -1 (Pl)0(S ； c-l)0 + (― l) fc /c(Sfc)o 

二 fk ， n—l[Xy ， X n —i) = 0 ， 

因为 n -1- k 二 r - l < r ， 故可用归纳 假设. 

关系式 fk , n [ Xi ， …， X n - 1 , 0 ) = 0表明，多项式 // C，n 可以被 Xn 整除： fk,n = 
X n h . 利用 / fc ， n 的对称性，这一多项式包含有因子 XhXt …， X n ， 及它们的积 
S n = M 2 〜 X n .换言之， 


/,， n (&，... ， X n ) =〜(&，•••，忍） •/!(& ，…，忍) . (10) 

分解式 （10) 仅当 h = Q 时才可能成立，因为 degs n = n ，而 degf k ， n = k < n . 所以 
fk,n = 0, 公式 （8) 得证. □ 

4. 多项式的判别式 考察环 P [ X U ••• , X n ] 中的多项式 

△ n = n ㈤ - A ), 


该式显然可表作范 德蒙行 列式 


1 1 … 1 

^2 … X n 




xir 1 




因为行列式是列的斜对称函数，所以 7 roA n - e 成 A 是置换 7 TG 5 n 的符号•于 
是 A 〖是对称函数，根据对称多项式基本定理，可表作初等对称函数的多项式 

A 2 n = n ㈤ - Di S ( Sl ，… . ， s n ). 

以 ， X n ) 为变元的多项式 Dis 叫作 n 元组 X lr ..， X n 

的 判別式. 其系数在 z 中.用元素^ G F 替换不 , i = 1,2,…， n (其中 F 是 P 的一 
个扩域)，我们就得到域 F 中任意 n 个元素组的判别式.若元素 X l5 ... , X n 有相同 
者，则该组的判别式为0,因为因子不 - Xj 中的某一个等于 0. 于是 Dis 能够区分 
n 个元素两两不等和至少有两个相等的情况，所以被称为判别式. 

计算判别式的简便方法基于将 A 2 看作行列式 （11) 与其转置行列式的乘积：# = 



A n . (回忆起对任意方阵 A detM = detA ). 事实上，由矩阵乘积的法则立即得到 




n 

Pi 

P2 

… Pn-1 




Pi 

P2 

P3 

… Pn 



Dis(si, . •. ， s n ) = 

P2 

• ♦ • • < 

P3 

P4 

… Pn+1 

, (12) 



Pn+1 

Pn+2 

Pn+3 

… P2n-2 


其中 Pfc 

f w 

是我们已知的幂和 （ 5), 用递推公式 （ 8) 和 （ 9) 计算 Ph 

我们就得到了 

Dis ( si , . . 

• ， s n ) 的 显式 . 特别地， 

pi = 

Sl,P2 : 

= 4 - 

2S2 , 于是 



Dis ( si ? s 2 ) = 

2 

Si 

r% _ 

■■■ 

S? - 4S2. 

(13) 



si 

sf - 2 s 2 




现在设首一多项式 


f ( X ) = X n - ai ^- 1 + …+ a n _iX + a n G P [ X ], 

在 P 或 P 的扩域 F 中有 ri 个根 q ，…， c n . 从韦达公式知，叫 = (- l ) k s k ( c lr - ， c n ). 

定义由多项式/的根 q ,...， c n 组成的 n 元组的判别式，或等价地，判别式 
Dis ( si , ••- , s n ) 当 Sfc = (― l/afc 时的值叫作多项式/的判别式，记作 D (/). 亦称之 
为代数方程 

f ( X ) = X n -{- aiX ^ 1 + …+ a n _iX + a n = 0 (14) 

的判别式. 

显然 D ( f)e P (回忆定理1的推论) • 

从判别式的定义可知下述命题正确. 

命题 D (/) = 0, 当且仅当方程 （14) 有重根（即至少有一+根的重数 / c > l ) •口 

回顾§1定理5的推论2,我们现在有两种方法不离开基础域就可以判断多项式 
fe P [ X ] 有没有重根.但判别式的意义远不止如此.将公式 （13) 用于实系数二次三 
项式 f ( X ) = X 2 + aX -{- b , 得到 D ( f ) = a 2 - 4 fe , 这是在初等代数中熟知的公式•特 
别地， D ( f ) 的符号决定了方程 x 2 ^ax + b = 0 有两个实根还是一对共轭复根. 

例 2 计算不完全三次方程 

f ( x ) = x 3 ax -{-b = 0 (15) 

的判别式.在给定的情况下， s 4 = 0,根据递推公式计算 w ， 得到 Pl = Sl = 0, p 2 = 

— 2S2 = — 2tt, P3 — — 3 SiS 2 + 3 S 3 = — 3 fe, P4 — — 4 s 全 S2 + 4 s ； [S 3 + 2s^ — 20(2. 

而公式 （12) 给出 ， 

3 0 — 2 a 

- D (/) — 0 — 2 cl — 3 b — — 4 a «3 — (16) 

—2 a — 3 b 2 a 2 
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完全三次方程 x 3 + a ^ 2 + a 2 x + a 3 - 0的判别式 D(f) 表达起来更为复杂（与 （16) 
式相比),但下述观察表明这种复杂性可以避免. 

进行变量替换 y = 2 .将 x = 2/- 土代入方程（14)，并利用二项式公式得到 

Th Tb 

9(y) = f(y-—) =y n + ay n — 2 + -• = ()， （ 17 ) 

\ 77 / / 

在新方程中， r - 1 的系数为 0. 若知道了方程 （17) 的根 yo , 我们很容易得到原始方 
程 （14) 的根 x 0 = yo -—^ 因而不失一般性，可设 w = 0. 

n 

如果希望找到方程 （15) 解的一般公式（这是中世纪数学家费罗、卡尔塔诺等人 
的巨大成就)，那么使用判别式 （16) 就是不可避免的（见第1章§2公式 （2)). 

5 . 结式 在上一段命题中给出的 D(f) 的基本性质，亦可解释为多项式/和 
它的导数 f 有公共根（或公因子）的判别法.这一判别最终建立在欧几里得算法 
的基础之上.这使我们有根据推测，存在一个类似的法则，用于直接从两个多项式 
f，ge P [ X ] 的系数判断它们是否有公因子. 

设 


f(X) = clqX 71 + a\X n 1 + .. ■ + a n —\X + a n , 
g(X) = + hX ^ 1 - 1 + . •. + 

是两个系数在域 P 中的多项式，其中 n > 0 ，m > 0,但不排除 ao = 0或 bo = 0的可 
能性. 

定义多项式/和 y 的结式 Res (/， y ) 是关于它们的系数的一个齐次多项式（齐 
次多项式函数 )( 其中关于 a Q , …， a n 为 m 次 ,关于 b 0 ,.. • , b m 为 n 次 ),形如 


(^0 (^1 • • • (^71 

(^0 (^1 9 


R es (/， y ) = 


a 0 ai 


bo bi • • • bfn 

石 0 石 1 



bo bi bm 



在结式的定义中，包含关于多项式次数的断言.它的证明可直接从行列式的性 

质得到：若在前 m 行将叫换成如，则 Res (/, g ) = ^ Res (/, y ), 然后利用第5章§2 
的习题 3. 

现在来推导结式的基本性质. 
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R 1 Res (/, g ) = 0 当且仅当 a o =0 = 6 o 或 / 和 y 在 P [ X ] 中有次数 > 0 的公 
因子. 

证明 我们首先证明， 条件、 = 0 = 或/和 y 在 P [ X ] 中有次数 > 0的公 
因子”成立，当且仅当同时存在非零多项式 f u g u 使得 


fgi + fig = 0, deg/i < n , degg 1 < m . (18) 

事 实上，设公因子 /i = g . c . d .(/, g ) 使得 degh > 0 •则 / = hj\，g = - hgi , 从而 
f 9 i + gfi = 0. 此外 deg/i < n , degg 1 < m , (18) 式成立 .当 a 0 = 0 = 时，我们亦 

可设 /i = f,gi = — g . 

反之：设 （ is ) 式成立，若 gx . d .(/, W = 1， 我们从 P[X] 的因子分解唯一性（见第 

5 章 §3) 得到 /仍 = -gfi => f \ fi , d \9 i - 于是 deg / < n , degg < m , 从而 a 0 = 0 = b 0 . 

现在来证明条件 （18) 与 Res (/, g ) = 0 的等价性.令 

fi = coX n ~^ + c \ X n ~^ + ... + c n _ i , 
gi = + ( kX m - 2 + . . . + dm - l . 


计算次数 < n + m -1 的多项式 f 9l + gfi 的系数，我们将条件 （18) 写成带有 （n + m ) 
个未知量 do , 办，…， d m _ i , Co , ci , …， c n _ i 和 (n + m ) 个方程的齐次线性方程组： 


do do …+ bo Co … = 0, 

ctido + aodi . • • + bico 4 - boci ••• = ()， 

(^2do + a\d\ + aod2 … + 62 C 0 4 - b\C\ + = 0 , 


(19) 


方程组 （19) 的系数矩阵的行列式(准确地说，系数矩阵转置的行列式)恰为 Res (/,^). 
于是，方程组 （19) 有非零解，当且仅当 Res (/, y ) = 0,而所有的非零解都给出一对 
满足条件 （18) 的多项式 f u g !. □ 

R 2 设多项式/和 y 均可在中分解成线性 因式： 

/( X )二勿以-叫）…％-〜)， 

d(^) — — Pi) … • (X — An). 


则 

n m 

Res(f,g) = a^ 1 [[g(a i ) = (-1 广咕 H /( 爲卜 

j=l i，j 

证明 显然，如果这些公式成立，则应具有通用性，不依赖于多项式 /， g 的特 
殊 形式. 我们不在这里深入探讨“哲学”原理，但它允许我们去考察“一般情况”，即 
设所有的 - , g { a n ) 和所有的 m ), …， f((3m) 是两两不 同的. 





§2 对称多项式 


199 - 
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1. 设 p 是奇数.利用牛顿公式（ 9 )和 (10) 证明 


P-1 




—l(modp) 
0 (modp) 


若 m 可被 (p - 1) 整除， 
若 m 不被 (p — 1) 整除. 


2. 利用牛顿递推公式和克拉默公式证明下述 pfc 通过 Sfc 以及 Sfc 通过 Pfc 的表达式: 


Pfc 


Sfc 


k \ 


Si 

1 

0 

0 

0 

2S2 

Si 

1 

0 

0 

3s 3 

S2 

Si 

1 … 

0 

■ ■ _ • 

- l)Sfc- 

1 Sfc-2 

Sfc-3 

Sfc-4 

■ 響 ■ ■ 

1 


Sfc —1 

Sfc-2 

Sfc-3 ... 

Si 

Pi 

1 

0 

0 … 

0 

P2 

Pi 

1 

0 … 

0 

P3 

P2 

Pi 

1 … 

0 

m M M 

Pfc—1 

Pfc-2 

Pfc - 3 

Pfc —4 • • 

WWW 

1 

Pfc 

Pfc —1 

Pfc-2 

Pfc-3 … 

Pi 


3.设 Cl , c 2 , c 3 是多项式 X 3 - X + 1的三个复根.关于扩域 Q(c? 9 + cf + c| 9 ) 可以说些 
什么？ 

4 •特征/ 2 的域 P 上的多项式 f ( X U …， Xn) 称为斜对称的（或交错的)，若 V7T G (7TO 
•- , X n ) = 〜/(&,... ,X n ) (其中 ^ 是置换 7 T 的符号).于是 An = f[^ Xi ~ 是斜 

3<i 

对称多项式的一个 例子. 证明任意斜对称多项式 f eP [ X lr - , X n ] 形如 f = A n . g , 其中分是 
对称多项式. 

提示： 将/看作系数取 fi , X n _ i ] 中的的多项式.由于斜对称性，当 Xn = 

Xn -1 时，/ = 0,所以 f 被 X n - X n -1 整除. 

5. 利用性质 R2 和多项式分裂域的存在性（见下节）证明 


Res ( fg , h ) 




Res(/, h ) - Res(^ ? h ). 


6. 用习题 5 和 R3 推导公式 


D ( fg ) = D ( f ) D ( g )[ Res ( f , g )} 2 . 


7. 结式 Res(/(X)， X - a ) 等于什么？ 

8. 证明 D ( X n + a) = (-1) 


n(n —1) 
2 


n n a n 一 1 


9 •设 f(X) = x n - x +X n - 2 + 利用关系式 X 


n 


1 




n 


n—2 


(X - i)f(x) 和上题证明， 
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§3 域 C 的代数封闭性 

1. 基本定理的叙述 设 P 是一个域 ， f 是 P 上的任意一个多项式.正如在§1 
的第二 段中指出的，/确定的多项式函数 f : P -^ P 的性状，本质上依赖于域 R 
特别地， 只要 deg / >0并对 P 采用下述定义，就有 Im/=R 

定义 域 P 称为 代数封闭的， 如果环 P [ X ] 中的每个多项式都可以分解成线性 
因式的乘积. 

换言之，域 P 是代数封闭的，如果只有一次多项式（线性多项式）在 P 上是既 
约的. 

如果任一多项式/ G P [ X ] 在 P 上至少有一个根，那么，域 P 是代数封闭的. 

事实上，这时有 f ( X ) = ( X - a ) h ( X ), aeP.he P [ X ], 但根据条件，多项式 h 在 P 
中同样至少有一个根，即 h ( X ) = ( X - b ) r ( X),be P,r e P [ X ]. 继续这个过程，我 

们终止于把 / 完全分解为线性因式.由于/是任意一个多项式，那么域 P 满足代 
数封闭性的定义. 

尽管下述命题成立：对于任何一个域 P 都存在一个扩张 PDP , 使得 P 是代数 
封闭的（施坦尼茨定理)，但一开始就难于掌握的不仅是代数封闭扩张的结构，而且 
是此种扩张的含义本身.特别令人高兴的是，我们事实上有一个显明的，非常重要 
的 代数封闭域的例子，所 谓代数基本定 理说的就是这个域. 

定理 1复数域 C 是代数封闭的. 

现在我们用根的概念再次叙述这个基本定理. 

任意一个次数1的复（或实）系数多项式/( X )恰有 n 个按重数计算的 
复数根. 

在求解代数方程还是代数学家中心工作的时代，定理1获得了 “基本定理”这 
一 极高的 称誉. 今天，定理1已成为一系列重要命题之一 • 

基本定理的最早的严格证明是高斯于1779年给出的.从那以后，出现了许多 
各种各样的，代数味道不同的证明.在某种形式下用到域 R 和 C 的连续性质（换言 
之，用到它们的拓 扑)； 甚至还有完全非代数的，基于复变量解析函数这一深刻概念 
的非常简洁的 证明. 现在介绍一个立足于数学分析的初等知识，发源于达朗贝尔、欧 
拉、高斯、 柯西、 阿尔冈等人的思想的证明.最易懂的叙述是阿尔冈 (Argand R .,1814 

年）给出的，从那以后几乎所有的代数教科书中都采用这个证明. 

2. 基本定理的证明 此证明的非代数部分，包含在两个辅助命题中，它们可以 
在任何一本分析教科书中找到. 

1) 每个复多项式 

f( z ) — aoz n + a\z n 1 + .. • + a n —\z + a n , n > 1, (1) 
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是在平面 C 的任何一点都连续的函数. （函数/ : C 4 c 在点％ e C 处连续，如果 
lim f ( z ) = f ( z 0 ); 换言之，对于任何邻域 V ( f ( z 0 )) 都找得到一个邻域 U ( z 0 ) 使得对 

z ― ►Zo 

于每个 2 ； e ^/(句）有 /⑷ e V ( f ( z 0 )).) 

2) 每个在紧集 K CM 2 上的连续函数 f : K -^R 都在 X 上达到自己的最小 

值(紧集即闭的有界集合). 

我们指出，其实应该说多项式函数/ : C — C 连续，不过我们使用在分析课本 
中通用的简洁说法.我们用到的紧集将是某个半径 r 足够大的圆 M < r ， r 的值以后 
再确定.多项式/的自由项如= 0的平庸情形不予考虑，因为此时/有根％ = 0. 

为了从几何上弄清楚证明的思路，我们来想像 M 3 中对应于方程切= I / WI 的 
曲面： z 的值取在水平平面 M 2 上，而值 \ f ( z )\ 取在与 R 2 垂直的 w 轴的正方向上. 

/⑷在全平面 C 上的连续性蕴含着|/⑷ | 的连续性.需要证明的是，我们的曲面上 
至少有一个点“落在”水平平面 M 2 上⑷= 0). 我们把下面的论述分成几个步骤. 

引理 1存在正数 r G M ， 使得 \ f ( z )\ > |/(0)|对于一切满足 H > r 的 z G C 
成立. 

证明对 z # 0有 \ f ( z )\ = \ z \ n \ a 0 -{- g ( z ~ 1 )\, 其中分⑷= 0^+句以 2 + . . •- {- a n u n G 

CM . 从 g 在点0处的连续性推出，存在这样的实数5 > 0,使得 \ g ( u )\ < ^ 当 
u < 5 时 成立. 于是 


1/㈤I > k| n (|ao| - |y(^ _1 )|) ^ \Wo\\z\ n 

当 k | > ( T 1 时成立.因此，剩下的问题是选取一个实数 r > 5- 1 使之满足不等式 

\ a 0 \ r n > 2\ a n \. □ 

推论 （关于最小值的柯西引理） 对于任意的多项式/ G C [ z ]， 存在卽 e C 使得 

|/(勿)| = inf |/( 2 ；)|. 

事实上，根据命题2)，连续函数 \ f ( z )\ 在圆 D r = {ze C || z | 彡 r } 内取到最小 

值，即存在句 G 队使|/(卽)|二 inf \ f ( z )\. 但由于 |/(^ o )| ^ |/(0)|，而根据引理1， 

zG-Dr 

成立不等式 |/(0)| 彡 inf \ f { z)l 所以 |/0 o )| = in & 1/0)1. 口 

z ^ C \ D r zGC 

弓 I 理 2 设 /c 是任意一个整数， &彡1，并设/1€([^]是一个多项式且/1(0)#0. 
那么对于每个 aGC * 存在& G C ， 使得 

a + b k h ( b )\ < | a |. 


证明从多项式的连续性出发：存在5>0使得当 



5时 h ( z ) 


"( 0 ) 




这使我们得到对于 



+ z k h ( 




h (0 )z 




(H z ) 


h (0 )) 的估计式 


a + z k h ( z )\ ^ |a + h (0) 



+ 3_ll 



(*) 
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在圆 k | < (5 内成立. 

现在选取复数6 e C 使得 


= — ta , 0 < t < 1 

(下面我们将对实数 t 给予附加的限制).根据第5章§1的定理3, 只需取 b 为 
- tahiO )- 1 ^ 0的任意一个 /c 次根 即可. 我们得到 | a + h ( 0 ) b k \ = ( l - t )\ a \ 以及 

IM0)|^ - 将它们与 （*) 联立， 当 H < 5时就得到所需的不等式.对于 

t = 一 /i(0)a- ¥施加限制 f 就可以保证|6| < &于是把值 z = b , |6| < S , 

代入 （*) 式，我们终于得到 

a + b k h ( b )\ ^ (1 — t )\ a \ + —t|a| = ^1 — — t^j |a| < |a|. □ 

推论 （达朗贝尔-阿尔冈引理） 设 /(4 是 C 上的正次数多 项式. 那么对应于 
每个使 /(c) / 0 的点 c g c, 都有一个点 e c 使 


f ( c f )\ < |/( c )|. 


证明多项式 /(Z + C ) 与/⑷ 一 样不是常数，将 /(Z + C ) 按 Z 的方幂展开: 

f{z + C ) = /( c ) + b k z k + b k + iz k+1 + … + b n z n ， b k ^ 0. 


换 言之， 


f(z + c ) = f ( c ) - hz k h ( z ), 


其中 

h(z) = bk - {- bk+iz + . • • + b n z n ~ k , /i(0) ^ 0. 

在引理 2 的公式中代入值 a = /( c ) / 0,我们可以断定存在6 G C ， 使得= 6 + c 时 
有不等式 

IJV ) 卜 \f(b + c)\ = \f(c) + b k h(b)\< |/( c )|. □ 


几何意义： 如果在曲面 w = 上存在一个严格位于平面 w = 0 上方的点，那 

么在曲面上必定存在另一点离平面1^ = 0更近 • 

基本定理（定理 1) 证明的完成 根据引理1的推论，存在这样的点％ e C ， 使 
得对于一切^ C 有|/(句)|彡|/⑷ I .若 f ( z 0 ) ^ 0,则如引理2所断言的，必存在 
4 G C ， 使得 \ f ( z f 0 )\ < \ f ( z 0 )l 这是一个矛盾. 口 

暂且不对所述证明的缘由做任何 解释， 我们给出一个与引理1明显类似的 

弓 I 理 3 (关于最高次项的模的引理） 设/ ⑷ 是形如 （1) 的具有任意的复系数 

. A 

« o ， ai ，...， a n ，n > 1，的多项式.令 A = max (| ai |, - - - ,| a n |)，r = 1 ~: + 1. 那么当 

l a o | 

\ z \ > r 时有不等式 


\cioz n > \diz n 1 + • • • + a n —\z + a n 
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证明若取 | z | > r ， 得到|勿| > ,由此，根据复数模的运算法则（见第5 

z — 1 

章 §1) 我们得到 


a 0 z n 


|a 0 ||z| n > 


A (\ z 

\aiz 


— l 


A 

Z 

n 

Z 

- 1 

▲ 


> 


A(\z 




1 


一 l 


+ 

+ 


• _ • 


+ 

+ 


% 


+ 1) ^ |ai||z| 


-l 


+ 


• ■ 



-iz 




彡 \aiz 


— l 


.+ | a n _ i || 2 ：| + \ a n \ 

+ . • . + Q>n — l z a n \ - 



推论 1 设次数 n 彡 1 的多项式 （1) 是实系数的.那么对于一切绝对值足够大 
的 : r G M (实数)，/⑷的符号与最高次项 a 0 x n 的符号 一致. 

推论 2实系数的奇次多项式必有 实根. 

证明 由于次数 n 是奇数，多项式映射/ ： M -^ M 的最高次项 a 0 x n 对于正的 
和负的 xeM 取相异的符号.取绝对值足够大的 X ， 根据推论1断定，/(4将取相 
异的 符号. 譬 如说，若 a 0 > 0,则 /(- r ) < 0而 /( r ) > 0,其中 r 是引理 3 中所取的 
实数.根据波尔查诺-柯西中值定理，在闭区间 hr ， r ] 上连续而在其两端取相异符 
号的连续函数 /， 必在区间的某点处取零值 ： 3 c G [― r ， r ]， 使 /( c ) = 0( 事 实上， /( x ) 
取遍介于 /( - r ) 和 /( r ) 之间的一切值).同样的论述也适用于 a 0 <0. □ 

3. 基本定理的又一个证明 在第 2 段中引入的定理1的基于几何直观证明， 
不仅给热爱代数的读者留下了不满足的感觉，也给20世纪的数学家们不满足的感 
觉.难怪高斯一遍遍地思考基本定理，并整整给出了四个 证明. 企图最少地用数学 
分析，而最大限度地用代数方法来进行论证.这种“代数的”证明发端于欧拉、拉 
格朗日、高斯和拉普拉斯，后来获得了与伽罗瓦的一般理论相一致的典范形式•我 
们一点都不涉及伽罗瓦理论，只希望感受我们熟知的技巧的 风格. 整个证明分成 

两部分 • 

1) 对于任何次数 n > 1的多项式/ G P ㈤ 都存在一个分 裂域， 即域 P 的 
一个最小扩张 F , 在 F 中含有多项式/的全 部根. 记作 F 二 P (^ i , ••- , u n ) 以及 

f(z) = a 0 (z - ui){z — … .(z — u n ). 

为方便起见，我们还认为 / 是首一的= 1). 对于每个多项式/ G P[z], 分裂 
域 F DP 的存在性及精确到同构的唯一性，乃是泛代数结构的一个推论，我们将在 
[ BAm ] 中谈到泛代数结构.回忆在第 4 章 §3 第 2 段中剩余类环 z m 的构造，这种 
泛代数的结构与基本域 P 的特性无关，唯一性一般并不需要.作为一个例子，我们 
指出 M 上的多项式/ + 1的分裂域是复数域 C . 

2) 如果为了不使叙述变得困难，我们承认第 1) 部分，那么第 2 )部分就成为我 
们熟知的一般原理（数学归纳法原理及过渡到对称函数的原理）的一个极好的应用实 
例，我们来给出全部细节 • 

根据代数封闭域定义后面的注记，必须确定多项式 （1) 至少存在一个复根•首 
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先假定它的系数都是实数，同时不失一般性假定= l, an / 0.设 

deg / = 2 m n 0 , 

其中 W 是奇 整数. 如果 m = 0,那么根据引理2,多项式/有实 根. 对 m 实施归纳 
法，我们认为定理对于一切次数为 2- n ^, m ^ m -1 的实系数多项式成立(对于奇 

数因子 < 不加任何限制).我们指出，根据引理3的推论2,对应于值 m = 0 的归纳 
法出发点已成立（唯一的一处非代数性质). 

我们来考察多项式+ l ) f ( z ) 的分裂域 F ， 根据 1) 这个域存在且包含 C 作为 
其 子域. 设是多项式/在 P 中 的根. 我们考察 F 中的元素 


Vij = UiUj + a(ui + Uj), 1 彡 i j 彡 n ， 


⑶ 


其中 a 是某个固定的 实数. 或许应该写成巧⑷，但我们不这样写，为的是不使记号 
太复杂.形如 （2) 的元素的个数 Y 等于 



其中％是奇整数. 

环中的多项式 


fa ( z ) = JJ {z - Vij ) = z n ， - bxz n '~ x + … + 

〈: Kn 

的次数是 < 而根据定义， （ 2 ) 中的全体元素恰是它的全部根.根据§1中的韦达公 
^ (12), 多项式 fa(z) 的系数 In ，…， b n ', 精确到符号是~的初等对称函数％.在 
Sfc (^12,^13, ••- , Vn - l , n ) 中代入元素用化，…，〜表出的式子，我们就得到函数 


… ,u n ) = s k (…, UiUj + a(ui + Uj), . • • k = 1,... , n ’, 


它仍是对称的.其实，对于任何置换 TT e 是 n 阶对称群）我们令 


7T O Vij = + a(u n ^ + — 

(或者 如果 7 T (0 > 兀⑺的话)，因此置换 7 T 诱导出元素 （2) 的集合上的一个 

置换 t 根据对称性， s + 12 , m ._ 在自变量的置换之下不变，因此 

(7T ◦ 〜） ( 从 1 ， … ,U n ) = Sfc ( 升 OV 12 ，亓 OV 13 ,... ,7T O V n -i^ n ) 

— s fcC^12 ， ri3, … ， tVi-l, n ) = hk(Ui, … ,U n ). 

我们指出， h k ( u u •• - , u n ) 是仅与 aeR 有关的实系数对称多项式 h k { X u … .， X n ) 当 
Xi = Ui，i = 1,…， n , 时的值. 



根据对称多项式基本定理 （§2 的定理 1), 存在实系数多项式 g k {Yu •••,&) 使得 
• • • , X n ) = ^ fc ( si ( Xi , • • • , X n ), • • • , s n ( Xi , …， X n )). 可见 

(~ l ) k b k = h k ( U U … , U n ) =你( 81 ( 1 ^ ，… ，〜),••. JnhjL ，… , U n )) 

— 夕 fc(— a i ， … ， (—l) n a n ) G M 

(其中，叫是首一多项式 / e M [ z ] 的系数). 

于是，对于任意 aGM , 多项式 f a ( z ) 的系数都是实数.因为 deg f a = n f = 
2 m - 1 % (见 （3) 式）根据归纳假设， / a 必有一个复根，此根当然应与数中的一个 
重合. 改变我们的参数 a eM ， 得到另外的实系数多项式 / a ( z ). 对应于这些多项式 
中的每一个，都有一对指标《< j (依赖于 a ), 使得元素~ +巧）€ P 

含在域尸的子域 C 中.由于共有^ ^个不同的指标对《< j , 而实数 a € M 有无 

穷多个，所以存在两个不同的实数％心确定了同一对指标 ， i = l,j = 2( 这只是根 

的编号问题),对于这对指标 

U \ U2 + a(ui + U2 ) = C , 
u \ U2 + a f (ui + U2 ) = d (a / a f ) 

是复数.从这个方程组推出 

c — c f c — c f 

1/^1 + H2 ~~~ 7 5 从 1 从 2 ^ C — CL t 

CL — u CL — Ob 

秦 

属于域 C . 这时，元素 u u u 2 是复系数二次多项式 

(z - Ui)(z - u 2 ) = z 2 - (ui + U 2 )z + U \ U2 


的根.根据已知的公式 


Ui + U2 



士 




Ul , U 2 也是复数.于是，对于所考察的实系数多项式/(4我们找到了甚至两个复根. 

现设/(4是具有任意的复系数的形如 （1) 的多项式（可以认为知=1，但这并 
不重要).把 全体叫 都改变成它们的复共轭数，我们就得到多项式 


f(z) = a 0 z n + aiz n ~ l H - h a n -iz + a n . 


引入多项式 


e(z) = f(z)f(z) = e 0 z 2n + eiz 271-1 


+ • • • + ^2 n ? 
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它的次数是 2 n , 具有系数 

ek = ^ ► : diUjj ， A: = 0,1, ••- , 2n. 

i+j=k 

由于共轭运算 z — 5 是域 C 的 2 阶自同构（第 5 章 §1 定理 1), 所以 f a iaj = 

i~{~j=k 

e k , 这就表明 ^ € M . 根据已证明的事实，实系数多项式 e ( z ) 至少有一个复根 c : 

/( c )/( c ) = e ( c ) = 0. 

由此推出，要么 /( c ) = 0从而定理获证，要么 /( c ) = 0,即 a 0 c n + ^ c "- 1 +…+ 
a n -ic+a n = 0.对等式两边取复共轭，我们得到 aoc 71 + aic 71-1 + • • • + a n _ic + a n = 0, 
即 /㈤= 0. □ 

域 C 的代数封闭性（同样地，多项式存在分裂域的事实）适宜于用来解决各种 
问题. 

例设 S 0 (f) 是多项式/ e C [ X ] 的一切不同的根的集合，而 5 i (/) 是它的一切 
“单位”的 集合 ： de S^f)^ f(d) = l. 现设 f,g 是 C [ X ] 中的两个多项式.求证 

So(f) = S 0 (g), Si(f) = Si(g) ==^ f(X) = g(X). 

由于显然有 S o (f)nSi(f) = 0, 所以根据 §1 的结果只需证明 |5 0 (/) U ^ i(/)l ^ 
n + 1,其中 n = deg /. 根据定理1 

V \1 

f(X) = a 0 l[(X-c i ) s \ f(X)-l = aol[(X-d j ) t \ €C 

i=l j=l 

其中 

Yl si = n = 厂 +" = i* 5 o(/)|Js , i(/)|. 

根据 §1 定理 5, 我们有 

my = (f(x)-iy = f[(x~ c ,)^- 1 f[(x~ d ^- 1 . h{x\ 

i=l j=l 

因此 （n — z /) + (n — / i ) 彡 degf(Xy = n - 1 . 从而 

z/ + " > n + 1. 


代数基本定理的新证明不时地出现，成为先进数学思想的应用实例.我们注意一下 
拓扑的证明，其中用到同伦、映射的阶、曲线的阶、临界点等概念.可从下述初等 
入门教科书中了解这些概念： 


§4 实系数多项式 
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1. Cthhpoji; H. , Hhhh Y. IlepBLie iioh 只 tm 只 TonojiorHH . —— M. : Mh 

p ， 1967. ( 《拓扑学的基本概念》） 

2. Mhjihop JQ^k. , Yojuiec A. JUMcJxJjepeHUMaubHa 只 TonouorM 只 . 

—M. : Mh P , 1972. ( 《微分拓扑学》） 

3. Topn HaHajibHbie ruaBbi flcjxjjepeHqajibHOfi reoMeTpHH . 

—M. : Mh P , 1982. ( 《微分几何入门》） 

§4 实系数多项式 

1. M [ X ] 中的因式分解从§3的定理1推出， C [ X ] 中的每个 n 次多项式可以 
唯一地（精确到因子的次序）写成如下 形式： 

f ( X ) = a(X - c\)(X — C2 ) - - - (X — c n ), 

其中 7 ^ 0, Ci , ••- , c n 是 复数. 现设 f { X ) = X n + CLiX n ~^ + •.. + a n —\X + d n 是具 
有实系数 ai ，• • • ，的首一多项式，并设 c 是它的一个复根： c = it + v 一 0. 对 
于关系式 /( c ) = 0施行复共轭自同构，如同在§3定理1的第2个证明中所做的那 
样，我们就得到/ ㈤ = 0,因为心=知于是， f ( X ) 被二次多项式 

g ( X ) = (X — c)(X — c ) = X 2 — (c + c)X - cc = X 2 — 2 uX + { u 2 + v 2 ) 

整除， g ( X ) 的判别式是负的， D ( g ) = Au 2 - 4( it 2 + v 2 ) = - 4 v 2 < 0. 条件 D ( g ) < 0 

等价于二次多项式 g G R [ X ] 在 R 上是既约的. 

其次设 A : 是多项式 f ( X ) 的根 c 的重数，而 Z < A : 是根5的重数，那么/( X )被 
多项式 9( X ) 的 Z 次幕整除： 


f ( X )= g ( X ) l q ( X ). 

M [ X ] 中的两个多项式的商 q ( X ) 还是 M [ X ] 中的多项式，并且当 A : > Z 时，元素 
ceC 是它的 A :- Z 重根，同时5却不是根.但是我们已经看到这是不可能的.这表 
明 A : =叩> A : 时可作类似处理)，于是， M [ X ] 中的任何多项式的复根都是两两共轭 
的，对于唯一因子分解整环 M [ X ] 的元素下述论断成立. 

定理 1 任何一个首一 n 次多项式 / € R [ X ] 都唯一地(精确到因子的次序）分 

fi — 777 / 

解成 m 个对应于实根 ci , • • •， c m 的线性因式 X - a 以及一-—个对应于复共 

辄根对的二次既约因式的乘积. 

注记 1) M [ X ] 中的既约多项式要么是线性的，要么是具有负判别式的二次多 
项式 • 

2) 用定理1的符号，我们有 
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也就是说，判别式的符号由复共轭根对的数目决定.这个等式可以直接从判别式的 
定义得到，也可以从§2练习6的公式得到. 

2 k — 1 

例 1 g ( X ) = X 2n + 1. 由于 g { X ) 没有 实根， 而其复 根 a = cos — — tt + 

2 k -1 2n 

2 n (按第 5 章 §1 中的公式 （1 G ) 确定)，都是 单根， 所以 g ( X ) 的 

实既约因子的指数都是 1. 显然^ = C 2 n + l - fc , k = 1, …， n , 从而 （X - Ck)(X — Ck ) = 

X 2 - p COS X + 1，所以 



2. C 上和 R 上的最简分式 现在，当我们知道了在 C 上和在 R 上既约多项 
式的一般形式之后，自然要回到最简分式（第5章§4第3段）的问题，因为这个问 
题在积分理论中是重要的.我们知道，首一既约多项式在 C 上形如在 Ri ： 
形如 X 2 + aX + 6或 X - C . 因此， C 上的最简分式形如 7-^—- ，7 € C ， R 上的最 

[X — cj m 

简 分式除上述形式外，还要添加形如 — 的分式.当我们把真分式^ 

展开成 C 上或 R 上的最简分式之和时，如果分子 〆X )的典范展开式已知，方便的 
办法是 待定系数法. 我们通过一些例子阐述这个方法. 

例 2 若 ^0 =(义+ 1 ) 2 (义 2 + 1 )是脱上的典范展开式，那么对于分式 

我们有 

1 a f3 jX + S 

(X + 1) 2 (X 2 + 1) = (X + l) 2 + X + l + X 2 + l’ 

其中系数 a ,/3,7,5 eR 待定.用 〆 X ) 乘此等式两边，得到 


1 = a(X 2 + 1) + /3(X + 1)(X 2 + 1) + ( 7 X + S)(X + 1) 2 . (*) 


现在比较 1, X , X 2 , X 3 的系数，我们得一个有4个方程和4个未知数的非齐次线性 
方程组 

cH ~ /?+ <5 = 1, 

/?+ 7 + 25 = 0 , 

ol - {- /?+ 27+ <5 = 0, 

/?+ 7 = 0. 

这个方程组自然是相容并且确定的，这可从第5章§4的定理3推出.解方程组，就 
得到结论 

11 1 X 

(X + 1) 2 (X 2 + 1) = 2(X + I) 2 + 2(X + 1) — 2(X 2 + 1)* 
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更聪明的办法是，直接代入 X 的具体数值 - M 到 （*) 式中（- M 是既约因 


子的根).立刻得到 a 
于0的关系式. 


^,( z7 + (5)2 z = 1 ，或 7 


2 





0 . 当1 = 0时就得到关 


例3 设 deg /( X )< n ，^0 




Ci)(X — C2) • • • (X — C n ), 其中 Cl, C2 


是 C 中或 R 中的两两不同的元素.那么 


• ， 


f ( X ) 


(X 


ci ) 


• • • 


(X — c n) 


X 


^1 . 

十 • • • + 


Cl 


x 


Cn 


? 


因此 


n 


f ( x ) 


狀— c !) 


m ♦ 




Ck - l)(X — Ck + 1 ) ••• (X — c n ) 


k=l 


当尤 = Cfc ，1 彡 K n 时， 



fM 




Oik(Ck 


c l) 


• •參 


(Ck 


Cfc—l)(Cfc — Cfc+1) (Cfc — c n )， 


而由于 


n 


9 f ( X ) 




Cl) 


• • • 




Ck - i)(X 


c k + l ) 


• • • 


(x — c n) 


k=l 


所以 


OLk 


f ( c k ) 

g’[c k y 


1 ^ k ^ n 


结果得到 拉格朗日公式 


f ( x ) 

9 { X ) 


n 



f ( Ck ) 


k=l 


9 f ( c k )(X 


CkY 


( 2 ) 


它与 §1 的拉格朗日插值公式 （4) 有直接关系.实际上，如果在⑶中用 g ( X ) 乘两 
边并令 f ( Ck ) = h , 那么就得到§1的公式 （4). 

在分式中取 认 X 、= x2n + L 例1及公式⑵表明 


1 



2n 




Ck 

X — Ck 


这是 C 上的最简分式展开，因为 g f ( X ) = 2 nX 2n ~ 1 , g f ( ck ) = 2 nc ^ 1 cfj l = — 2 nc ^" 1 . 把 

含复共轭系数的被加项合并，我们就得到 M 上的最简分式 展开： 




n 



E— 

k=i X 2 - 


-(cos 
(2 cos 



X 


X + l 
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3. 多项式的隔根问题 我们把多项式/ e M [ X ] 看作实变量 X 的实函数 X h 
f(x\ 并在平面直角坐标系 XO2 / 中画出此函数的图像.多项式 f(X) 的实根（或说 
函数 /㈤ 的零点）对应于图像与 x 轴的交点的横坐标（图 25). 应该想到，代数方 
U f(x) = 0的根位于极值点之间（或者恰在极值点处)，而极值点本身是更低次方程 

f(x) = 0的根. 

实践中常常遇到的第一个问题，是确定实根的界，也就是说确定一个开区间 a < 
x<b, 使它含有所给多项式/的全体实根.事实上，从§3的引理3我们已经知道， 
当|$| > + 1时 （ a 0 是最高次项系数，4 = max (| ai |, ••- , | a n |)) 函数/( ㈨ 不取零 

值，即使考虑复平面也是如此.根的更精确的界在习题1〜4中给出. 



m 25 


多项式的隔根(或 根的 分离）的一般问题是这样 提的： 对于每个实根，指出一个 
仅含这一个实根而不含其他实根的开区间，另一方面，对于每个开区间，指出含在 
此区间内的实根的个数. 

对这个问题的最早的令人满意的解答是斯图姆1829年给出的，尽管有点不精 
巧.在叙述相应的定理及其证明之前先引入一些必要的定义 • 

定义 1设 S , c m } 是一个非零实数的有限序列，并设 V(S) 是使 

CiQ +1 < 0的脚标 i,l <《 < 爪―1,的 数目. 那么 FOS ) 叫作数列 S 中的变号数.如 
果数列5含有零，则把 FOS ) 理解为从5中删除零后得到的数列中的变号数. 

例如， y ({ l ，0,2,0,-3,4,0,0，-2}) = 3 .今后，不失一般性总假定我们所讨论的 
实系数多项式没有重根，这件事（见§1第4段末）总是可以办到的. 

定义 2非零实系数多项式的有限序列 

fo(x) = f(x ) , fi ( x ), …, f s (x) (3) 

叫 作关于多项式 /(4 在闭区间 [ a , 6] (a ^x^b) 上的 斯图姆组 (或 斯图姆序列)， 如 
果下 述条件成立： 

i ) 最后一个多项式 / S ( X ) 在上没 有根； 

ii ) fo(a)fo(b) / 0; 

iii ) 若对于 c € [ a ,6] 和 1 彡 A : 彡 s — l ，/ fc ( c ) = 0 则 f k -i(c)f k+ i(c) < 0; 
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iv ) 若对于 c € [ a , 6]/( c ) = 0, 则乘积 / o ( t )/ i ( t ) 当 $ 递增经过点 c 时从负号变 
到 正号. 换言之，存在5 > 0,使得 x e (c — 5, c ) 时， / o ( x )/ i ( x ) < 0而 x e ( c，c + 5) 
时 fo { x ) fi { x ) > 0. 

我们指出斯图姆组 （3) 的相邻多项式在 [ a ，6] 上没有共同 的根： 如果 / fc _ i ( c ) = 
fk{c) = 0 ，/c 彡 1，那么 / fc - i ( c )/ fc + i ( c ) = 0,与条件 iii ) 矛盾 • 

为简单起见，记 

K = V c ( f )= F ({/ o ( c ), / i ( c ),... , / s ( c )}), cG [ a ,6]. 

定理 2 ( 斯图姆）次数 1 的实多项式 f{x) 在开区间 （ a ，6) 上的根的数目等 
于差 V a - V b , 其中 V a ,V b 对应于任一固定的斯图姆组 （3). 

证明斯图姆组 （3) 的多项式在 [ a ,6] 中的相异实根的全体把闭区间 [ a ,6] 分成 
一些子开区间（％，％ +1 )，满足 a = a 0 < ai < ••- < a m = 6,在这些子开区间中任何 
多项式都没有根.我们将比较对应于不同的点 c G (a h a j+1 ) 的值 K . 

开始取 c G (知， ai )， 那么 / o , • • • , / s 在 ( a 0 , c ) 中都没有根.根据波尔查诺-柯西中 
间值定理，^0,0 当对于一切 ifi ( c )^0 时有 fi ( a 0 ) fi { c )>0 , 由此 

推出 、 = K • 如果对于某个 kf k ( a 0 ) = 0,则根据斯图姆组的性质必有 k 会 0, s . 
根据性质 iii ), 我们有 / fc - i ( a 0 )/ fc + i ( a 0 ) < 0. 同时， 九 - i ㈤ 和 九 + i ㈤ 在 （ a 0 , c ) 中 
没有根，所以由波尔查诺-柯西定理， / fc _ i ( a 0 )/ fc - i ( c ) > 0且 / fc + i ( a 0 )/ fc + i ( c ) > 
0. 这表明 / fc _ i ( c )/ fc + i ( c ) < 0. 我们得到下述结论，在计算 T 4。 和 T 4 时，子序列 
九-+ 0 ), 0 ,九 +1 (知）和 / fc _ i ( c ),/ fc ( c ),/ fc +1 ( c ) 不依赖于 f k { c ) 的值而具有同样的作用 

(都给出一次变号).这件事对于一切使 f k (a 0 ) = 0的 A : 成立，因此 T 4。 = T 4. 类似的 
讨论适用于另 一 个边缘开区间中 的点： 

C € ， Q - m ) ^ Vc — ^ a m • 

现在设 c € e (aj,a j+ i) 是两个相邻的开区间中的点，1 < j < 

m — 1(图 26). 与上述相同的讨论指出，如果 /( % )/0， T 4 = T ^. 

0-» - .. . . O . O Q - O 

a j-\ C a j a j + l 

图 26 

在 fo(aj) = f(aj) = 0 的情况下，第一次出现差别.事实上，根据条件 iv ) 我 
们有九⑷八卜）< 0和 fo(c f )fi(c f ) > 0,即在子序列 / o ( c ),/ i ( c ) 中有一次变号而在 

子序列 ⑷ 中无 变号. 同时，我们前面的讨论表明，对于> 1，在子序 
列 f k -i(c)J k (c)J k+1 (c) fD 中的变号数是一样的，于是若 

/⑷）= 0,则 T 4 - % = 1. 
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固定点 ( a fc _ i , a fc ),l 并写出恒等式 

m — 1 

K-n = 04 - y Cl ) + E (y Cfc - v Ck+1 ) + (V Cm -V b ). 

k=l 

已知两端括号中的表达式等于零，同时 

T/ _ T/ _/ 0,若 /( 恥）# 0， 

Cfc Cfc+1 — i 1，若/(恥）= 0. 

在闭区间 [ a ,6] 中多项式/( X )没有其他的根（根据结构，斯图姆组的多项式的全部 
根都落在点 a 。， ai ， …，上).求和之后得知差 T 4 - H 等于多项式/(工）在开区间 
(a, 6) 内的根的数目. 口 

为了应用所证的定理，必须学会对于每个具体的实多项式 /( x ) 构作斯图姆组. 
最常用的是 标准斯图姆组, 它可用我们在第5章中学会的欧几里得算法稍加改变得 
到. 即在第5章§3中的序列⑹中，从 f 0 ( x ) = f ( x ) J 1 ( x )= f ㈤ (多项式的导数) 
开始，逐次取余式并冠以相反符号作为该组的多项式.准确地说，令 


/o(^) = = f(x)] 

fo{x) = gi(T)/i(T) ― / 2 ( 工 ) ， deg/ 2 < deg/i; 


fk-i(x) = qk(x)fk(x) - 九 +iOr), deg/ fc+ i < degf k ； 


⑷ 


f s -i(x) = q s (x)f s (x). 

根据定义 f s (x) = g . c . d .(/, f ) 是非零常数，因为我们假设 /( x ) 没有重根（如果我们 
事先不知道这一点，则在得到函数组 (4) 之后将其转换为 g k (x) =禁， Q(k “) 

Js\ x ) 

定理3上述构作的函数组 

fo(x) = f{x), fi{x) = f(x), h(x), ... ， f s (x) (5) 

是斯图姆组. 

证明根据假定，性质 ii ) 成立，而性质 i ) 从 f s (x) = const ^ 0推出.若 fk(c) = 0, 
贝! J 从⑷可见， / fc - i ( c )/ fc + i ( c ) ^ 0并且 fk+i(c) = 0当且仅当 fk-i(c) = 0. 而若 
是如此，则 0 = fk-i(c) = f k (c) = fk+i(c) = /fc+ 2 (C) = …与 f s (c) / 0 矛盾.于 

是 A _ i ( c )/ fc +1 ( c ) < 0,得到性质 iii ). 最后，假定对于某点 c e [ a ,6],/ 0 ( c ) = 0•那 

么 fo(x) = {x - c)q(x),q(c) # 0且 fo{x)fi(x) = (x - c)[q 2 (x) + (t - c)q(x)q f (x)\ = 

- c)g(x), 其中 〆 t ) = q 2 (x) + (x - c)q(x)q f (x). 我们有 〆 c ) = q 2 (c) > 0, 从而在点 
c 的小邻域 （ c -5 ,c + 5) 上 〆 t ) 取正值.这时乘积 / o ⑷ / i ⑷与因子 ： r - c 一样，当 
点 x 递增经过 c 时，从负号变为正号.于是，函数组⑹具有性质 iv ). □ 
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注记 1由函数组 （5) 逐项乘以正的常数，…， A s 得到的函数组 

入0 fo ㈤ , Mfi ( x ), •••, Xsfs ( x ) (5’) 

也是斯图姆组.我们把它叫作几乎标准斯图姆组.这种斯图姆组对于计算有用. 

注记2 /( x ) 没有重根的条件对于不同实根的数目是非本质的，如标准斯图姆 

组的构造 所示， 可以把 fk ( x ) 转换为 g k { x ) = _，并注意到 V c { g ) = V c ( f ). 

Js \ x ) 

注记3 根据§3的引理3,对于斯图姆组的每个多项式 fi ( x ) 都存在这样一个数 
r “ 使得此多项式的全部实根都落在和 n 之间.设 M 是任意一个足够大的数， 
譬如设 M = max 〜那么每个多项式 fi ( x ) = a { i ) x ki +…的实根都分布在 - M 和 

O^i^s w 

M 之间，不仅如此，当 x = M 时 fi ( M ) 的符号与它的最高次项 a ( i ) M k ^ 的符号一 
致 . M 的具体值对于我们的程序也不是本质的，因此在求多项式 /($) 的相异实根 
的总数时，我们常常象征性地假定 x 二 - M 和 x = 

注记4 据说，斯图姆本人常常这样来表达对于自己（确实卓越的）成就的自豪 
感，在给学生讲述了证明之后补充道“这就是以我的名字命名的定理”. 

我们来看几个例子. 

例4 /( x ) = x 3 + 3 x - 1. 首先， h { x ) = f { x ) = 3 x 2 + 3; 然后， f ( x ) = 
(3 x 2 + 3 )—x + 2 x — 1, 于是 f2 ( x ) = — 2 a : + 1; 3: r 2 + 3 = [—2 x + 1) ^ - —^ + —, 

1 K 

从而 h { x ) = - — . 根据注记 1, 可取 x 3 + 3 x — 1, x 2 + 1, —2 x + 1， —1 为斯图姆组. 
编制最高次项符号的表格 


x = —M 
x — M 


X 


3 



3x 2 






V 

2 



我们得到 V-m — Vm = 1，即 t 3 + 3 a : — 1有一个实根. 

例 5 f ( x ) = X 3 + 3 x 2 - 1 . 易见， f ( x ) 具有形如 a: 3 + 3t 2 — 1, 3t 2 + 6$ ， 2x + 1,1 

的标准斯图姆组，而最髙次项的符号表是 


x = —M 
x = M 










V 

0 


我们得到结论，/(4有三个 实根： V-M -V M = S. 

例6 / ㈤ = l + + ••• + (截断指数函数).显然，此多项式若有实 

根，必位于 (- M , - J ) 之内，其中 J > 0 i 充分小的实数 ( M 永远被认为是充分大的正 
数).可以取三个多项式 /o(T) = = f\x) = l + T+— ： g 2 + … •+ w 土 ly ^ 71-1 

和 —= 一/ ㈤ 十/如）为闭区间 [- M , -5] 上的非标准斯图姆组(验证性质 i ) 〜 iv ) 

77/ • 
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成立).从符号表 



fo 

fi 

h 

V 

-M 

S 

(-l) n 

+ 

(-1 广 1 

+ 

(― l)n-l 

(-1 广 1 

1 

l + (-l) n 

2 


看到，对于偶数 nj ( x ) 没有实根，而当 n 为奇数时有一个负根（易见，此根随着 
n = 2 m + 1的增加而趋于 — oo ). 

例7 f ( x ) = x 3 - hpx - hq . 可取 /o = /, /i 二 3 x 2 + p ,/ 2 = -2 px -3 qJ 3 = -4 p 3 -27^ 2 

为任何一个使得 f ( a ) f ( b ) ^ 0的闭区间 [ a ,6] 上的几乎标准斯图姆组（参见注 1). 其 

中/ 3 = D ( f ) 是多项式/的判别式（见§2的 （16), 其中把 a 和6换成更常用的系数 

P 和办根据一般原理， /&) 要么有一个实根，要么有三个实根.如果考虑到数对 
( sgnp ， sgiLD (/)) 的三种变化，注意 p ^ 0 D ( f ) ^ 0,那么从符号表 



X 3 X 2 

—2px 

D(f) 

-M 

- + 

sgnp 

sgnD(f) 

M 

+ + 

—sgnp 

sgnD(f) 


易见： 当 D (/)<0 时，/有一个实根而当 D (/) 〉0时，/有三个实根. 

4. 只有实根的实多项式 我们再来考虑一个在实际应用中很重要的情况，即 

n 

根据某种理由知道多项式 / Or ) = ^2 a k x n ~ k eR [ x ] 的根全都是实数，为方便起见， 
引入两个 记号： 

m(f) ——多项式/的正根的数目（按重数计 算)； 

W ( f )^ F ((« o ,«!,*•• , a n }) ——多项式 / 的系数序列的变号数 • 

显然，0彡 W(f) ( n = deg /, 而且 W(-f) = W(f). 我们还指出 W(f) = 
W(aX k + a h X “ + … •） （其中指数 A : 满足唯一的条件 k>n- h (系数以 ， … ， a,,，! 
都是零）且〉 0. 如果 W(f) = 0,那么/没有 正根. 另一方面，当 W{f) = deg / 
时，/也可能没有正根，例 子是： /(I) = X 2 - X + 1. 然而，我们将看到， W(f) 
与多项式/的正根数目有直接关系.例如，笛卡儿符号法则：成立， 
并且 m (/) = W (/)( m 0 d 2). 我们不证明这个法则，而转向我们感兴趣的情况. 

定理4如果多项式 / G R [ X ] 的全部根都是实根 . 则 m(f) = W(f). 

证明 从直观出发，根据分析学中著名的罗尔定理(或中值定理)，在多项式 f(X) 
的根 Y 和 V 之间，存在数 ceR,a f <c<b\ 使得 f(c) = 0. 由此推出，导函数 

f ’、 X ) 的所有的根都是实的并且 m(f) = m(f) 或者 m(f’）= m(f) - 1. 

事实上，设 ci < C 2 < … < c r 是多项式/的重数为 ni , ri 2, ••- , n r 的根， 
那么 ni + n 2 +…+ n r = deg / = n . 根据 §1 定理 5, 导数有重数为 ni - 1, 
n 2 - 1 ，…， - 1 的根 c l5 c 2 , … ， c r ， 而根据罗尔定理，在/的相邻两根之间，还有 





导数 f 的根 
根.由于 deg/'^n 


5 c r - l - 总共得到（几 1 


1 ) + 


_ # _ 


H ~ (jlr 


1) +r 


n 


1 个实 


1，所以 f 没有其他的根. 


其次，设 Q -1 <0而(^，- 



是重数为 ni ， …， n r 的全体正根：+ 


• _ • 


+ n 


m = m ( f ). 重数为 m -1， … , n r -l 的根 c z ，…， c r , 和根 4 ，… , c / r _ 1 , 可能还有 
就是 f ( X ) 的全部正根，其总数为 m [ f ) 二 m (/) - 1或 m (/), 这就证明了上述断 
言.这个事实的解析表达式如下： 


m(f) = m(f’ ） +e, e = ^(1 - (—i) m (/)+ m (’)). (6) 

我们还要指出，如果 

(7) 

其中是最后一个非零系数，那么 


f ( X ) = ( X - c l ) n ^-( X - c r )^ g ( X ). 

其中 

g ( X ) = a 0 X n _ m + ... + bX ' a 0 〉0,6〉 0( i /彡 0). 

于是 a n — v = (-1 广 cf … <4,并且# • • • 〉 0. 换言之 

(-ir^a n _, > 0. (8) 

当 n = 1，2时，定理的结论是明显的.现对 n = deg / 作归纳，假设定理对于一 
切次数< n 的多项式成立.若在⑺中1/〉0,即 a n = 0,那么 f ( X ) = Xh { X ), 且 
m ( f ) = m ⑹ = W (/)( 根据归纳假设 m { h ) = W { h )). 剩下的是考虑如# 0的情 
形.设 

f ’ ( X ) = na {) X n ~ l + …+ / lan -^ X ^ 1 , an -^ ^ 0. 

那么 

w ( f ) = W ( f ) + 5, =0或1. 

但我们知道（见⑻)， （-1 广⑺如〉0且 (~ ir ^ a n ^ > 0. 因此5 = _(1 - 

(- l ) m (/)+ m (/，) ), 从而5 =已根据归纳假定 W { f ) =讯(尸)， 所以 W ( f )= m ( f ，）+ e , 

与 （6) 比较，得到 m ( f ) = W ( f ). □ 
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推论 (比丹-傅里叶定理的特殊情形）设多项式/的根都是实根.那么位于开 
区间 ( a ， b ) 内的根的数目等于 W (/ a ) — 灰(九)，其中 


/ a (X) =/(X + a ) =乙 ⑻⑷# 

k=Q 

n 

f b (X) = f(X + b) = ^2-f^(b)X k . 

k =0 


是泰勒级数展开式（见习题 3). 

证明 根据定义，多项式九的正根数目 m(f a ) 等于多项式/的大于 a 的根的 
数目.关于 A 有同样的 说法. 因此，多项式/的包含在 a 和6之间 （a < 6) 的根的 
数目等于 m (/ a ) - m (/ 6 ), 根据定理3,它等于 W(f a ) - W(f b ). □ 

5. 稳定多项式 实系数首一多项式 


f(X) -X n + axX-- 1 + …+ a n _!X + a n 


叫作稳定的 , 如果它的根全都位于左半平面中（图 27): 


/( A ) = 0, \ = => a < 0. 

这个术语来源于微分方程论.在微分方程论中有一个物理 
系统(可以更广泛地理解为力学的、技术的或经济的系统),它在 
平衡位置附近是渐近稳定的，要求 



lim e xt = 0 ⑼ 

t — ^+00 \ / 

其中 A = a + z /3( a , /? G M ) 是与 n 阶常系数微分方程相关的多项式的任意根.按照 

欧 拉公式（见第5章 § l (15)) e At = e at e z/3t = e at (cos(3t + ism/3t), 所以控制项是 e a 、 从 

而条件 （9) 等价于不等式 a < 0. 

这就引出了一类特殊的局部化问题- 劳思-胡尔维茨 （ Roxith - Hxirwitz ) 

问题 ® :必须直接根据多项式/的系数，判断它是不是稳定的.这个代数问题早在 
1895年被劳思-胡尔维茨解决，他们给出的判别准则如下. 

多项式/是穗定的，当且仅当下述不等式 成立： 


r\ 〉0, 5 〉0, …， r n 〉0, (io) 

①此问题实际上更早 （1868 年）由美国物理学家 D.K. 麦克斯韦提出，并且在次数不高的情况 
下被 俄罗斯工程师 N.A. 维施涅格拉茨基所解决，他曾在1876年研究了调节器的稳定性问题. 
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其中 





0 



0 0 
1 0 


= 







0 

0 




0 

0 

0 

0 


d2k-l «2fc-2 CL2k-3 «2fc-4 «2fc-5 «2fc-6 



(飯定当 s 〉 n 时 a s = 0). 

我们不打算证明劳思-胡尔维茨定理（这件事更适于在其他课程中进行)，而是 
注意到这个优美的定理完全依赖于行列式理论. 

其次，根据定理1，当条件 （ 10 ) 成立时，多项式 f(x) 被表示成形如 x + u ， x 2 + 
vX + w 的因式的乘积，其中 u > 0 , 1 ； > 0,^ > 0,这就意味着稳定多项式 f ( X ) 的所 
有系数都是正的： 

a \ > 0, a2 > 0, .. • , a n > 0. (11) 

于是，条件 （11) 对于多项式 f ( X ) 的稳定性是必要的.在一般情况下这些条件不 
是充分的，但却能把 （10) 中行列式不等式的数目大约减少一半.这是很有价值的， 
因为计算行列式可是个累活. 

例 8当 n = 2 时，不等式组 r \ 〉 0 ， r 2 〉 0 与更简单的不等式组 a ! > 0 , a 2 >0 

等价，这从二次方程的求根公式顺便看出. 

当 n = 3时，由于 r 3 = a 3 ( aia 2 - a 3 ), 判别准则归结为不等式 ai > 0, a 2 > 0, 

ct3 > 0, ai«2 > <23 - 

最后我们指出，劳斯-胡尔维茨准则并未解决与稳定性相关的全部问题，因为 
在实际应用中要遇到系数依赖于参数的微分方程和多项式.用参数的语言来叙述稳 
定性条件乃是性质完全不同的另一个问题. 

6. 多项式的根对系数的依赖关系很明显，多项式的根是它的系数的函数•现 
在我们着重指出，这些函数是连续的，也就是说， 当系数的改变充分小时，根的改 
变小得可以忽略. 可是，多重根却可以分裂，而且所发生的变化在几何上常常具有奇 
怪的形式，只要比较一下多项式#和# + £当 £ — 0 时的状态，就可以看到这种 
复杂性了.下述定理有助对多项式作出质的和量的比较. 

定理 5( 鲁歇 Rouch 句设 / o (2：) 和 / i ( z ) 是两个多项式，如果不等式 


< \ fo ( z ) 


对于有界闭区域 DCC 中的一切 z 都成立，那么多项式在 D 内与 
fo ( z ) 有同样多的根. 

这个定理的证明可以在更一般的背景下，借助复变函数论的初等工具得到，我 
们在这里略去. 口 
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现设％是多项式 fo { z ) = aoz n 4- a \ z n ~ x +…+ 的 A : 重根. 我们来考察多 

项式 

f ( z ) = (ao 4- ^) z n + (ai + 5 i ) z n_1 + ... + ( a n + (5 n ) = fo ( z ) + fi ( z ) 

其中 l&l < S,S 是一个相当小的实数.考虑圆 D = {z e C \z - z 0 \ e }, 它以 z 0 为中 

心以一个相当小的 e 〉 0 为半径，使得％是多项式 f 0 ( z ) 在闭区域 D 内的唯一的 
根. 函数 \ f 0 ( z )\ 是连续的并且在圆周 |z - zo | = e —圆 D 的边界上不等于零，因 
此 " = inf \ f 0 ( z )\ 〉0•取6充分小，使得当 |z — z 0 | = e 时有不等式 

Z — Zo \=€ 

那么鲁歇定理的条件满足，从而/(4和 / o ( z ) 在 D 内同有 A : 个根.特别地，单根 
( A : = 1) 在系数的微小变动之下依然是单根，只是小有位移. 

我们事实上已经做出了多项式 /( z ) 的根的局部化，它保证了这些根连续依赖于 
多项式 fo ( z ) 的系数. 

所得结果可以叙述成下述形式. 

定理6设 fo ( z ) = z n aiz n_1 +…+ a n 是首一复多项式， ci ， …， c n 是 
它 的根. 对于任意的£ G > 0,存在5 G R ,5 > 0,使得对于每个满足条件 
\ a j - a j \ < A 1彡 j 彡几，的首一多项式 f ( z ) = z n + a ^ z 71-1 + • • • + 都有展开式 

n 

K z ) = n ( z — c ;) 并且 i c ;—y j 彡几 • 

j=i 

这个定理也可以不用鲁歇定理证明（例如:见 Amer . Math . Monthly ,1989， V .96， No .4)， 
然而对于我们来说，更重要的是注意到事情的本质. 

7. 多项式根的计算局部化问题的完全解决（特别是如果考虑全部复根的话， 
那就不能只谈开区间而必须谈平面 C 的区域）是以高昂的代价实 现的. 我们在本段 
中简略地叙述“局部化根”的具有给定精确度的数值计算. 

设已知实轴上的一个小开区间 （ a ，6) 含有多项式 /(: r ) 的唯 一一 个我们感兴趣的 
单根 c . 那么 f ( a ) f ( b ) < 0. 把开区间 （ a , 6 ) 分成十 等份. 这十份之中的一个（且仅有 
一个)(〜，&) C ( a ,6), 具有性质 /( ax )/^) < 0. 这表明 c G { a u h ). 再把 ( a ^ h ) + 
等分并选出其中的一个 ( a 2 , b 2 ) C ( ai ，^) 使/(^2)/02) < 0.由于 c G ( a 2 ，& 2 )， 那么 
这个步骤还可继续下去，于是得到根 c 的精确到0.1， 0.01, 等等的近 似值. 这种试验 
方法(若十等分开区间即为十进的，若二等分开区间则为二进的)是实用的，如果我 
们不期望得到很高的精确度并且只有最简单的计算工具的话. 

罗巴切夫斯基方法是一个通用的方法，但也是十分笨重的方法.它可以同时求 
出包括复根在内的一切根的近似值，并且不需要预先将这些根隔离开. 

线性插值法（或伪位置法）得到了广泛的传播.此方法可如下进行，作为根的 
近似值的 c ⑴， 把开区间 （ a ,&) 分成等于|/⑷ | 和 \ f ( b )\ 的比的两 部分. 换言之， 

c ⑴- a _ /⑷ bf ( a ) - af ( b ) 

— — 丽， C(1) _ - 
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曲线2/ = /(岣在区间 （ a , 6) 上的一小段用弦来表示（图 28 ). 

重复这一步骤，类似地得到近似值 c (2 h 等等. 

我们再来介绍一种方法.在根 c 的充分小的邻域 （ a , 6) 中，曲线段可以用一点 
处的切线段 代替. 如果 c G 是对于根的某个近似（在图 2 8上 CG = a ), 那么根据拉格 

朗日有限增量定理，我们有 


f ( x ) - /(Co) 二 / / (c 0 )(x - Co), 



因此对于 X = C 我们得到0 = /( c ) = /( c 0 ) + f(c 0 )(c - Co). 因此作为下一个近似值 

自 然取一 -黑•令 


Cfc+1 = Ck - 尸 w) -, A : = 0,1，2, ... ， （12) 

如果递归序列 （12) 收敛，也就是说，当 A ： — oo 时我们就得到 c = c - 

即 /( 句= 0. 只要出发点 c 0 取得恰当，序列的一切点都落在开区间 ( a , b ) 中，且 c =匕 
图28只表示了前两个导函数在开区间（％ 6) 中的四种可能性状中的一 

种.我们省略细节，请读者自己去考虑余下的情形. 

.刚才描述的方法称为 牛顿法， 是一种最常用的且收敛迅速的 方法. 初等的分析 

方法表明，若当 : r G [ a , 6] 时 





M2 

2Mi 


co-c 2 . 因此，只要选择点 c 0 使得 


M 2 

2 Mi 


Cq — C 


彡 g < 1 ， 
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我们就得到估计式 ^\c k -c\^q 2 \ 如常所述，这是逼近根 c 的平方收敛（或超 

指数收敛).牛顿法的好处还在于它无需改变就适用于计算 C ㈤ 中多项式的任意复 
根. 其中递归序列 （12) 是计算的基础. 

当然，我们仅限于对计算方法框架作一个大略的描述而没有涉及实际的计算结 

构.现代计算数学为此提供了大量的工具.我们不可能涉及数学计算人员专业的细 
致工作. 

8. 整系数多项式的有理根关于 Q 上和 Z 上的多项式，我们在第5章§3的第 
4 段已经能够讨论了，特别是将 Q 上给定的多项式分解成既约因式的问题.现在我 
们来看远为简单的关于多项式/ e Q [ X ] 的有理线性因子的分解问题，实际上也就 
是有理根的问题.将/乘以系数的公分母，我们就将/转换成 Z [ X ] 上的多项式， 

因此从一开始就可以只考虑整系数多项式. 

定理7设某分数^是多项式 f { X ) = aoX n - haiX 71-1 +… + a n G Z [ X ] 的根， 

aoa n ^ 0. 那么 p | a n 且 q \ a 0 . 

证明实际上，根据条件 

( p\ n / \ n _l 

~j + a i 0 + … . + a n — + a n = 0. 

以 f 乘等式的两边，我们得到 

a oP n + aip n ~ + . •. + an-ipq 71-1 + a n q n = 0, 
a oP n = ^(― aip n_1 _ _ a n -ip n ~ 2 — a n ^ n_1 ). 

于是， q \ a 0 p n , 而由于 g 和 p 互素，所以 q \ a 0 . 类似地，从等式 

(^ nQ n — p {~(^ op n 1 — ... — a n —2 pq n ^ — a n — iq n ~^) 


推出 p \ a n . □ 

推论首一多项式的有理根必是整数. 

于是，求多项式有理根的问题归结为下述 运算： 1) 找出自由项的全体因子和 

最高项的全体 因子； 2 )用这些因子组成既约 分数； 3) 把分数代入多项式中进行验 

算. 在这一步可以使用霍纳 方法. 如果验算的结果都是否定的，则表示多项式没有 
有 理根. 


求线性因子这个笨活宜从士 1 开始. 计算/( I )和/(- I )并不困难.现若整数 c 是 
多项式 f ( X ) 的根，则 f ( X ) = ( X - 咖( X )，其中 q ( X ) = .+6 n _!. 


从霍纳方法直接推出 bieZ . O ^ i ^ n - 



= 1⑴， 


1. 因此，商 

/(-I) 

c+ 1 


W—1) 
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也应该是整数.这就表明，如果 d e Z 且 d | a n ，但和中至少有一个不 

a — 1 a + 1 

是整数的话，则显然/(4 / 0. 当然，即便^和 f -^ T 都是整数，也不能保证 

a — 1 a + 1 

f ( d ) = 0. 

例 9 f ( X ) = X 5 + 2 X 4 - 15 X 3 -2 X + 6. 我们有 /⑴ = -8,/(- l ) = 24. 因子 
d 二士 6 立即被排除，因为 d + 1 不整除 24. 另一方面，对于 d = 2 有 eZR 

Z , 但 /(2) / 0. 对于 d = - 3, 情形 相仿. 事实上，整数根是 6 的因> 3. 

习 题 


1. 设/(义）=恥义 71 +(1 1 义 71 - 1 +...+知是一个71次实系数多项式. 证明： 知道了多项式 
f ( X ), X n f J (- X ), X n f (^ j 的正根的一个上界，就得出了多项式 }{ X ) 的正根和负 

根的下界和上界. 

2. 用上题的记号，设 ao > 0 ,m 是使 am <0 的最小指标， B 是负系数的绝对值的最大值. 
证明对于多项式 f ( X ) 的任何正实根 c 都有 

m rw 

c < 1 + J — • 

V a 0 


提示：当1 > 1时，使用估计式 


f ( x ) ^ aox n — B 


x 


一 m+1 




n—m+1 


X 


X 


aox 


一 1 


( x - l )- B ] 


3 •设 P 是零特征域， aGP . 证明任意 n 次多项式/ G P [ X ] 满足公式（泰勒公式） 
f ( X ) = /( a ) + ^ f ( a)(X - a ) + |/’’⑷(X - a ) 2 + … • + ^ n ) ( a )( X - a )\ 

提示： 对形式表达式 f(x) = J 2 H x -^ y 逐项求导&次然后令 X = a . 

4. 证明： 若 n 次实多项式 f ( X ) 的首项系数 a 0 >0且 /( a ) > 0，/» >()，••.，/⑻⑷ > 0, 

那么 /( c ) = 0, c > 0 => c < a . 

提示： 利用习题 3. 

5. 利用笛卡儿符号法则求多项式 X 5 - X 2 + 1和 X 3 — 6 X - 9的判别式的符号（参阅第1 
段末尾的注记). 

6. 多项式 X 5 - X - l , X 3 + aX + be Q [ X ] 可能有公共的复根吗？回忆（见§1的习题 11) 
多项式 X 5 -X -1 在 Q 上是既约的. 

7. 证明6由项切/0的多项式 f ( X ) = X 5 + nX 4 + vX 3 +we M [ X ] 的根不可能全是 
实的. 

提示： 转换到 相关多项式 X 5 f (士) 再利用§1的公式 （12) 和§2的公式 （8). 

8. 如果任取 : r G RJ ( x ) ^ 0,则实多项式 }{ X ) 可以表示成 


的形状，其中 g , heR [ X ]. 


f ( X )= g ( X ) 2 + h ( X ) 2 
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提示： 利用定理1，把/( X )分解成形如 （ X + a ) 2 +6 2 的因子并使用从关系式 | p + k | 2 | r + k | 2 = 
\(p iq)(r is )\ 2 推出的恒等式 

( p 2 + Q 2 )( r 2 + s 2 ) = (pr + qs ) 2 + (ps — qr ) 2 . 

9 . 独立求出 3 次和 4 次多项式的稳定性准则.当 n = 4 时，把它写成不等式的 形式： 

di >0 ， a 4 > 0, a \ a 2 > 0, <23(^102 — a ^) > a 104. 

提示： f 、 X 、= X 3 -{- aX 2 -\- bX-\-c = ( X 2 -\- aX -\- f 3)( X -\-9 ), 其中 a = = /3+ a ^, c = (39^ 

eR . f ( X ) 的穗定性与一对多项式 X 2 + aX f 3 ,X + 9 的稳定性等价，即与不等式组 
a > O ，0> O ,6>> O 等价.容易验证，这组不等式等价于不等式组 a >0,6>0， c >0， a 6- c >0. 
对于4次多项式类似地进行讨论. 

10. 既约有理分式 


f ( X ) 3 1 2 X -3 

g ( X ) ~ X + 2 十 (X - I ) 2 _ 十义 2 + 1， 

它的分子，多项式 f ( X ) 有实根吗？ 

11. 证明 Q 上的既约多项式 f ( z ) = z 3 -7 z - 7的三个根都是实的且位于开区间 （一2,4) 中. 
用牛顿法计算它的正根，要求精确到十进小数点后第三位. 

12. 利用鲁歇定理（定理 5) 证明，多项式 f ( z ) = z 5 + 5 z 2 -3 在单位圆内有两个根而在圆周 
冽=1和 ㈤ = 2之间的环中有三个根. 

13. 多项式 z 4 + 12 z 2 +5 z — 9有多少个实根？ 

14. 勒让德多项式 P 0 ( X ) = l , P 1 ( X ) = X r ^ -， P n ( X )， … 可由递推公式 

mPm { X )-{2 m - ^ XPm -^ X ) + (m - l)P m _ 2 (X) = 0 

定义. 证明： 

a ) Pn ⑴ =1， P n (—1) = ( —l ) n ； 

b) { Pn ， Pn - l ， … ， Po} 是 Pn ( X ) 在闭区间 [-1,1] 上的斯图 姆组； 

C ) Pn ( X ) 在开区间(― 1,1) 中有 n 个彼此相异的根. 


附录 


关于多项式的公开问题 


以下用星号标记的问题，截止到2000年以前的数学文献中事实上都没有解答， 
其余的问题原则上解决了，但所用的手段或者是非代数的，或者是非初等的.当然， 
对于未解决的问题而言，使用任何手段都是有益的. 

陈述问题的同时附有少量评注，以便帮助读者理解事情的本质并开阔视野.此 
处列出的参考文献很少. 

1.* 雅可比猜想 设 fu …，以 C [ Xi ，…，是多 项式力 对第 j 

个变元七的偏导数，即作用偏导子（此处也是通常的偏微分算 A 所得的函数(见第 
6章§1的习题 9). 设/ 〆 (),.•• ,0) = 0, l ^^ n . 用下述公式引入新变量 

X 卜/仙，… •人 V ..， X， n = f n [ X u ... , X n ). 

多项式映射 F = ( A ， …， / n ) :不 — I ;, 1 彡 i 彡 n , 定义了多项式代数 C [ X !,... , 
Xn ] 的一个自同态（到自身的同态).其雅可比矩阵 

( 巧 /i … v n h \ 

AF) = . 

V ^l/n ••- ^nfn / 


可逆，当且仅当行列式 


detJ ( F ) = 


巧 /i … v n h 


巧 /n … ^nfn 


是一个非零常数（即 C * 中的元素)，该行列式叫作雅可比行列式,一般来说是一个多 
项式. 


如果 F 是自同构，即若存在多项式仍，…，如，使得 

, X :), …， X n = g n ( X [，… ，幻, 
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关于多项式的公开问题 


则易验证雅可比行列式是可 逆的. 逆命题是否成立？ 换言之， 是否能断定 


detJ ( F ) eC * 是自同构? 


这就是 雅可比猜想 ，对 

马上可以看到代数 C[X 



^2的所有情况都没有解决. 

…， X n ] 有两个特殊的自同构群.群 GL n 由所有的非 


退化线性变换组成，而群的元素是下述形状的“三角”多项式变换的 合成: 


Xi Xi - 


，义 n ), 


彡 i 彡 n ， U G C[X 


，尤 n 


不难验证，这些变换是可逆的.例如当 n 


3时， 



^3 






X ^ t ^ Xs ), 

X 2 - ht 2 ( X 3 ), 

X 3 . 


因而 


Xi = — h(X& — t2(X^) ， X^j 


^3 


^2 

^3- 


亡 2 ⑽， 


每一个保持纯量不变的自同构是否可以由 GL n 和中元素的合成得到？预 
料当 n > 3时此事 不真. 更有甚者 ， Nagata 猜 想说，哪怕对下述具体的自同构 

H 私答案也是否定的，其中 




2X 2 (X 1 X s ^XD- XsiX^s-b Xi) 2 , 


^3 




x 2 + x 3 (m 3 + x|), 

^3. 


我们发现， 


J(F) 




1, 并且 


Xi 

X 2 

^3 


l { X [ X ^ X f 2 % 

^3- 


X 狀 ㈤ + 功 



存在着许多不同的途径进入雅可比猜想（代数几何的，函数论的)，把它们综合 


在一起取得了部分的成效.令 degF = max deg A . 若 



l ^ i^n 


且 deg F 彡 150, 则问 


题 （*) 的答案是正面的.此外，精确到 GL n , 证明中只要考察下述多项式 


fi = Xi + hi(Xi, - - - ， X n ), 1 彡 i 彡 n ， 

其中所有的分量心都是三次齐次型 (deghi = 3), 而对于丑=(&，••• , h n ), 雅可比 
矩阵 J ( H ) 是幂零的， （ J ( if ) 广= 0. 在归纳过程中，变元的个数 n 比开始时 增加. 
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关于雅可比猜想，已有结果的详情可以在综述文章中 找到 ： Bass H ., Connell E . 

H.，Wright D . Jacobian conjecture // Bull . Amer . Math . Soc . 1982. V . 7, No . 2. P . 

287 〜 330. 

2. * 判别式问题 （ E . A . rop M h ) 设 

f ( X ) = X n -^ a 2 X n ~ 2 + •. • + a n 

是首一多项式，系数叫， 2 < i < n ， 是 C 上的有理函数（即 C { z ) 中的分式) .假设多项 
式/的判别式 D ( f ) 恒等于 1. 系数叫有可能不全为常数吗？ 

已知下述事实. 

a ) 如果全部系数叫的奇点（极点）是0和 oo ( 在既约分式叫=_中，或者分母 

Q 被之 整除，或者 degp > deg ^)， 则叫，2彡 i 彡 n ， 是常数 • 

b ) 如果 n = 3或 n = 4,则所有的是常数. 

当 n = 3时，问题转化为求方程 u 3 + v 3 = l 的有理解(见第6章§2第4段),该方 
程是三次费马方程的 简化. 如果 f n +9 n = h n , 其中 f , g,h e C [ z ], 且 g . c . d .(/， 仏 / i ) = 1, 

则 已知当 n > 2 时， 多项式/,仏/1是 常数. 当 n = 4 时， 利用费拉里的立方预解式. 
n = 5的情况尚无答案. 

3. 多项式环的二元生成问题 从数学文献中了解的 A 6 r bKH Kap-Mox 定理断 

言，如果 C [/ ⑷，咖 )] = C ㈤ ，即多项式/，夕生成整个多项式环 ，则： 

i ) 多项式对/，夕分离 C ， 即若 z 1 ^ z 2 => /(之 1 )笋 /( 之 2 ) 或 g ( zi ) ^ g ( z 2 ); 

ii ) 导数 f { z ), g f { z ) 没有公共零点 • 

该定理至今没有简单的证明.需 要找到初等的方法. 

从各种证明中的一个已解决问题：若多项式对满足性质则或者 

deg /| deg 夕，或者 degdeg /. 

3 a 郎 eHdepr - JIhh 的定理 （ DAHCCCP .1983. T .271， Noi ) 同样指出，若多项式 
Mf , geC [ z ] 分离 C , 则 

C [ m ， g ( z )]= C [( z - c )\( z - c )% 

其中 C e C ， 而 gx . d .( A ^) = 1. 特别地，方程组 f ( z ) = O ^ iz ) = 0最多只有一个解. 
这个论断比 Adi^HKap - Mox 定理要强•对 3 aafleH 6 epr - JlMH 定理 也需要找到初 
等证法 • 

接下来我们指出，将 C 换成 R 是不可能的.看来也没有将两个多项式/，9拓广 
成三个多项式/,仏/ I 或更多的类似定理. 

4. * 临界点和临界值问题 （ B . Sendov , S . Smale , A . H . Ko c tphkhh , 3 . 

B . Bm 6 epr ) •设 / ㈤ 是复多项式， ㊀ / = {h C|f ⑼= 0} 是/ 的临界点集 ，(即 
导数 f ( x ) 的零点集) ./ 在临界点 OeSf 处的值/(0)叫作 临界值. 
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a) 如果次数 n ^2 的多项式 f ( z ) = - Ck ) 的所有的零点（根）都在单位圆 

k=l 

Di = { 2 ； e C |之|彡 1} 内，证明对于每一个 C ； e , 圆 {z eC \z - Ck \ ^ 1} 至少含有一个 

临界点. 

这一方向的结果可见下文： Miller M. J.// Trans. AMS. 1990. V.321, No. 1. P. 
285 〜 303. 

有关多项式临界点的一般代数几何的概念在下述著作中有所 阐述： Marden M. 

Geometry of polynomials. - Providence, R.I.iAMS, 1966. 

CeH fl oB 问题明确了这本书中的一个已知结果，根据这个问题，包含有多项式 
f ( z ) 的全部零点的任意圆亦包含有其导数的全部零点.假设/(4的所有零点 
都是实的，并再看一遍第 6 章 §4 定理/的证明，此事很容易验证. 

b) 证明若/ 是满足 /(0) = 0, / ; (0) 笋 0 的 n 次复多项式，则 


min 

6>e©/ 


m 

e 


Smale 证明了存在临界点仏使得 


1 n — 1 

I/’⑼ I <打 


\m\ 

\orm 


彡 4, 


即给出了所需的最差估值常数.对于次数4的多项式，问题已解决.常数 

n — 1 71 

不能改进，考察例如多项式/(幻=- 证实了这一点. 

n 

C ) 我们用符号 c n 记所谓保守多项式/(幻= a + 1 + 的集合， 

其定义性质为 f (0) = 0 ^ f (9) = 6. 这样，保守多项式可看作一个映射 f •• C — C , 
它使坐标原点和自己所有的临界点保持不变. 

已知 | C n | = ( ^ ) (Tischler D . Complexity . 1989), 所以对于 n 次保守多项 

77 

式，转化为证明不等式 If (0)1 > —^的 Smale 问题在原则上解决了.但对此需要 

n — 1 

掌握 C n 中多项式的明确的描述，目前只了解到 71^6. 较弱的不等式 If (0)1 > 1对 
任意/ e C n 成立. 

一个非常有趣的问题是， 研究保守多项式零点和不动点的几何. 

d ) 设/是实系数 n 次多项式，且有实临界点集 （©/ C R ). 所有这种多项式的 
集合记作仏.我们把每一个 f eV n 按下述法则对应于一个向量 cr / e l ^- 1 . 设 
心,… ,0 n -i 是 f 的递增排列的临界点（按重根计算).则 cr / = (m),--* ,/(^n-l)) 
是一个临 界值的向量. 显然，向量 ( ci ,-.- , c n _ i ) GR n - x 对某个多项式/ G 形如 
cr /， 仅当（― l ) fc ( c fc — Cfc + i ) 彡0对所有的 A : 成立，或反之，（―1户(以 — c fc +1 ) 彡0对 
所有的 A : 成立，也就是说，序列 Cl ，…是“ 错齿状 ”的. 
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用非常复杂的方式证明了，所有的锯齿状向量 c = ( Cl ，… ，〜]) 对应于一个多 
项式/ G 使得 cr / = c 这样的多项式/精确到自变量的线性替换 a : i ~> ax -\- b , a,b e 
R , a > 0,是唯一的. 

是否存在这一问题的初等证明？ 

5. 牛顿方法的整体收敛问题 (Smale S .// Bull . Amer . Math . Soc . l 985. V .13, No .2) 

我们把复数集 C 连同附加的符号 oo 理解为 黎曼球面 而将映射 z h ^ 其中 

Q \ z ) 

P ， Q 是多项式，理解为 S 到自身的 有理自同态. 

给定一个 n 次复多项式 /(幻,牛顿有理自同态 巧 'S — S 由我们已知的第6 章 
§ 4 第7段公式（ I 2 ) 定义： 

Nf{z) = z ~ m ' 


复数 c e c c S 叫作巧的 不动点 (即 N f (0 = 0, 当且仅当 C 是多项式/的零 
点，在这种情况下，导数 W 在 c 点的值恰为 N f f (0 = 是我们在第4段 b ) 中 

遇到过的数. 几 


计算多项式/的根（零点）的牛顿方法可以看作巧的 迭代映射 ^^( Co ) = 
Co , Cm = N f { U - i ) - AT -( Co ). 在我们今天的数学文献中， (N f ， s) 被当作 动力 
系统, 并且很好地运用发达的技巧对它进行研究. 

已经指出 | AT }( C )| < 1,这就意味着存在点 c 的邻域 CZ , 使得任取点 Z e 
u , lim N ^( z ) = C 这时 C 叫作 汇点 (或关 于巧的 吸引不动点)， 而开集 B = 

m—►oo J 



m^O 


Nj ^ iU ) 叫作汇点 C 的 区域 





C 叫作关于 TV / 的 周期为 A : 的汇点， 


若 N k f { a ) 



且 |( iV ^( a )| <1. 当 A : > 1 时， 




Nf(a) 



-1 


是两 


两不同的，同时在包含有 a 的某个邻域 C / 内，对 z e C / 的迭代 Nj ( z ) 走向围绕 



, N f ( a ) 


，碍 


一 1 


( a ) 的渐近循环不给出不动点.这就意味着， 如果巧 具有周期 


k > 2 的汇点，那么谈论巧对“几乎所有的^ e c” 的整体收敛性就没有意义.当 


时，构造一个任意次数 n > 3的多项式，使巧有周期汇点是很容易的.例如 
当 n = 3时， fo ( z ) = ~ z + l 就是一个这样的多 项式. 充分接近 / o 的多项式也 

具有这些性质. 


当 n = 2时，情况完全 两样. 设多项式/(匀=# + ^ + 6有两个不同的根（,77, 
并设 L 是垂直于线段 [ C , 77] 且经过它的中点的直线.那么直接验证可知（一个很好的 


习题）任取点 Z e C \ L , 即可以取几乎所有的点，序列 { N ^( z )} 收敛于 C 或〜例如 


设/⑷ 



d , deR , d >0. 这时虚轴厶=^肷经过线段 [- Vd , Vd ] 的 中点. 由于任 


取 t 6 M , Nf ( t ) G 且 Nf ( it ) 


it - j - 


t z ^d 

2 it 


t 


t z + d 

2 f 


G iM , 则 G iM . 


于是，从纯虚数 z = d 开始，我们永远不会遇到直线 L , 自然地，不能得到逼近于 
或 - 的牛顿方法.反之，唯一的条件 Rez # 0保证了这一逼近，尽管可能不 
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是非常迅速. 

另一个 评注. 变量替换^ ^ 将 n 次多项式 / o 变为多项式 h { z ) = 
boz n + . _ • + 6 n ，当 a 充分大时，可以使|知|彡如 | 对所有的 A : 成立. 其次，任取 
AeC *, 多项式 A 和的零点和临界点是相同的.类似地， N Xfl = N fl , 这就意味 
着，在牛顿方法的讨论中，/可以取自系数的模不超过1的标准多项式的集合 V n { l ). 
根据第 6 章 §3 引理 3, 多项式/ G : P n ⑴的全部零点在圆 D 2 = {ze C||z| 彡 2} 中. 
设 


lim Nf { z ) = C ( z ), f ( C ( z )) = 0} 

r fW t oo 

是 iV / 的所有汇点的区域之并.直接地说，在对/应用牛顿方法时，5/是收敛 
区域. 

集合： Pn ⑴的特性使我们有可能仅限于交集 A AD 2 的考察，其面积记 
作 关系式 


A v ( B fr\D2) = v(B f C\D2) 

f v(D2) 4 丌 

可以看作从随机地取点时，牛顿方法收敛的概率.我们已经靠近了主要问题的 
公式.令 


A n = min Af . 

fev n ( i ) 

当然 0 彡八 j 彡 1. 根据上述评注，义2 = 1，而当 w 彡3时，< 1. 

需要证明 ，对于任意 n ， 不等式 ^4 n > 0 成立.将 ^4 n 看作的焉数 也是很好估 

计的. 

暂时甚至连义 3 > 0也没有证明. 


“还有许多问题我愿意告诉你们， 
但是你们现在尚不能接受 . ” 

摘自福音书 KbaHH 16:12 
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本原根 ， 150 

Nagata 猜想， 224 

比内—柯西定理， 109 

n 阶方阵环 ， 130 

编码系统， 7 

n 阶特殊线性群, 119 

变换, 22 

n 阶一般线性群, 119 

变换的图形, 23 

n 元对称群, 37 

变换群，120 

1 的 n 次方根， 149 

A 

变换么半群， 116 
变元 ， 157 

标准基, 53 

阿贝尔群, 119 

不完全归纳法， 32 

艾森斯坦既约性判别法 ， in 

不相交的集合, 21 

B 

半群, 115 

不相交的循环, 38 

C 

伴随矩阵, 103 

差集, 21 

包, 51 

常函数, 131 

包含映射， 23 

常数项 ， 157 

保守多项式 ， 226 

常值映射, 24 

贝祖定理， 178 

超越数， 159 
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超越元 ，159 

超指数收敛，220 
乘法么半群,118 
乘积, 65 

抽象的向量空间，50 
初等对称函数，186 
初等矩阵，73 
除环，136 
纯量, 50 

纯量矩阵, 9 
纯虚数，145 

D 

达朗贝尔-阿尔冈引理, 202 
代表元, 27 

代数方程的判别式，195 

代数封闭域，200 
代数基本定理，200 
代数结构,114 
代数数，159 
代数系统,114 
代数余子式, 92 
代数元，159 

带余除法，161 

单变元的多项式环，157 
单变元多项式，156 
单根，179 
单同态，134 

单射, 22 

单位矩阵, 9 
单位列向量，52 
单位模群,119 
单位行向量, 52 
单位映射, 23 
单演的，192 


待定系数法，192 

等价的方程组 , 10 
等价关系，27 

等价矩阵 , 75 

等价类 , 27 
笛卡儿方幂 , 21 
笛卡儿积 , 21 
笛卡儿平方, 21 
第二公理化构造 , 111 
第一公理化构造,111 
棣莫弗公式，148 
典范投影 , 28 
迭代映射 , 227 
定义域 , 22 
动力系统 , 227 

对称差 , 26 

对称多项式，189 
对称多项式环，189 
对称多项式基本定理，189 
对称函数，186 

对换 , 40 
对角矩阵 , 9 
对应的齐次方程组 , 8 
多变元多项式，159 
多项式，157 

〜的（全）次数 , 160 
〜的隔根, 210 

〜的根,178 
〜的零点，178 
〜的判别式，194 
〜的权，190 

〜的首项，190 

〜 的系数 ， 157 

〜函数环，180 
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〜环的二元生成问题, 225 
〜环的微分法，182 
多重线性函数, 88 

E 

二次域,151 

二项式公式，33 
二项式系数，33 
二元代数运算，114 
二兀关系，27 
二元运算的单位元，115 
二元运算的中性元，115 


概率列向量，81 
高斯法，14 

高斯引理，170 

根的分离, 210 

构作性数域,153 
广义分配律，132 
广义结合律，116 

归纳的基础，31 
归纳法原理，31 

规范基础解系，81 
轨道的长度, 38 
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F 

反演，148 

范德蒙德行列式, 96 
范数，151 

方程的诱导组, 8 
方阵,8 

方阵的主对角线, 9 
斐波那契数,14 

费马数, 32 
分块矩阵, 84 
分裂域, 203 
分式，136 
分式域,172 
复共轭映射，145 
复平面，145 
复数的辐角，146 
复数的三角形式，146 
复数平面，145 
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伽罗瓦群，6 


函数, 22 
函数环，131 

行列式按一行或一列的元素展开, 95 

行列式的公理化构造 , m 

行列式的基本性质, 87 

行向量, 50 

行向量空间，50 

恒等映射, 23 

化为阶梯型，11 

环，129 

〜的单位元，130 
〜的导子，183 
〜的分式域，173 
〜的加法，130 
〜的可逆元，118 

〜的类型，134 
〜的零因子，135 
〜的幂零元，142 
〜的平凡零因子，135 
〜的同态，134 
〜的右可逆元,135 
〜的右零因子，135 





〜的整性环，135 
〜的左可逆元，135 
〜的左零因子，135 

换位子，188 

汇点，227 
霍纳方法，178 

J 

基，53 

基础解系，81 

既约元，163 
极大的，55 
极大元，30 
极小元，30 

集合，20 
集合的包含，20 
既约多项式,169 
既约分式，174 
加边子式法，106 
加法么半群，118 
交比，152 

交错多项式，199 
交错群，127 
交换环，130 
阶梯形方程组，12 
结合环, 68 

截断指数函数 , 213 
解的分量，9 
解空间，79 
纠错码 , 7 
矩阵，8 

〜单位, 73 

〜到标准型的约化，79 
〜的列空间，57 
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〜的行空间，57 
〜的行列式，87 
〜的行秩，57 
〜的秩，57 
〜 的转置，66 

K 

卡尔达诺，5 
卡塔兰数，163 
凯莱定理，124 
可构作数域，154 
可换的图形，23 

可解群，6 
可解性准则，60 
可逆矩阵，70 
可逆元法，135 
克拉默公式，105 

克罗内克符号，69 
空集，20 

扩域，137 

L 

拉格朗日插值公式，181 

拉格朗日公式，209 
拉普拉斯定理，110 
莱布尼茨公式，183 
勒让德多项式，222 

两个多项式的结式，196 
列向量基, 59 

临界点和临界值问题，225 
临界点集, 225 
临界值，225 
零乘法环结构，131 
鲁歇定理, 217 
罗巴切夫斯基方法，218 
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马尔可夫矩阵， 81 
满射, 22 

满同态，134 
模的剩余类，132 
模同余，132 

N 

内自同构群，125 
拟三角方程组，12 
逆映射，24 

牛顿插值公式，181 

牛顿法，219 

牛顿方法的整体收敛问题，227 
牛顿公式,193 

牛顿有理自同态，227 

o 

欧几里得环，167 

欧几里得环的唯一因子分解性，166 
欧几里得算法，161 
欧拉公式，149 
欧拉恒等式，188 

欧氏环，167 
偶置换，41 

P 

排列，37 
判别式问题，225 
偏导子，188 
偏序，29 
偏序集，30 
平方收敛，220 


齐次多项式，160 

奇置换, 41 

全矩阵环，130 

全序集，29 

确定的方程组，9 
群,119 

〜的同构，122 
〜的同态，125 
〜的自同构，125 
〜的自同态，126 

R 

容度，170 

S 

商数,47 
上三角矩阵，13 
剩余类的导出集，133 
剩余类环，133 
实部，145 
实二次域，151 

实直线上的一个仿射变换，128 

实轴，145 

首一多项式，161 

数域，140 
双边逆，24 

双射, 22 
双重和，57 

斯图姆定理, 211 
斯图姆序列，210 
斯图姆组, 210 
四阶行列式，19 
素域，138 
素元，163 
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算术基本定理, 46 

T 

特殊线性群,119 
梯形,12 

通信编码问题, 7 
同构的域,137 
同态的核，134 
同态映射,125 
同余式，132 
退化矩阵, 70 

W 

完全归纳构造法，112 
威尔逊定理，187 

韦达公式，186 

唯一性定理，151 
唯一因子分解整环，169 

维数, 53 
伪位置法, 218 

未定元，157 

稳定多项式, 216 
无限阶元,122 

X 

吸引不动点概率, 227 

下三角矩阵,13 
线性包, 51 
线性变换, 63 
线性插值法, 218 
线性函数, 63 
线性无关, 52 

线性相关, 52 
线性序集, 29 
线性映射, 63 


线性组合, 51 
相伴素数, 46 
相伴元,163 
相对于基的坐标, 53 

相关多项式, 221 

相容的方程组, 9 
香农的基本定理,141 
向量, 50 

斜对称多项式,199 
斜对称函数, 42,186 
斜对称矩阵, 98 
斜对称行列式, 98 
斜域，136 

形式幂级数,162 

虚部，145 
虚二次域,151 
虚轴，145 
循环,37 

循环群,121 

Y 

雅可比猜想, 224 
亚纯幂级数，177 
幺半群,114 

一 一映射 , 22 

因数,46 
因子, 46 

映射,22 
〜 的乘积, 23 
〜的叠加, 23 
〜的合成, 23 
〜的扩张，23 
〜的收缩, 23 
〜的限制, 23 
有单位元的环，130 


有理函数的次数 ,174 
有理函数域，174 
有限阶元,122 
有向体积, 86 
有序对, 21 
有序集, 29 
余数, 47 

域，136 

〜的乘法群,136 
〜的特征，137 
〜的自同构，137 

元素上的纤维, 26 
元素组的判别式，194 
约化多项式，180 

Z 

增广矩阵, 9,56 
辗转相除法，167 
真分式,174 

真子集, 20 
真子群,119 

整除,163 

整除性判别法，166 
整环的分式域的构造,172 
整环中的消去律，135 
整数环，130 

整有理函数环，180 

正交的线性映射，155 
正则元，163 
正整数, 31 


值域，22 

置换, 36 

〜的符号, 45 

〜的减量, 45 

〜的阶, 38 

〜的逆序, 45 

〜的逆序关系, 45 
重根，179 

重零点，179 

重因式，184 

逐次消元法,14 

主未知数,12 
准素分式,176 

子集, 20 
子集的补集, 21 

子式, 92 
子域,137 
自然数, 31 

自然映射, 28 
自由变量,12 

综合除法，179 

组合-解析方法, 87 
最大公因，165 
最大公约数, 47 
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最简分式，175 
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最小公倍数, 47 
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